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ВВЕДЕНИЕ

Преподавание математических дисциплин для инженерно-эко-
номических специальностей вузов имеет цель: ознакомить студен-
тов с основами математического аппарата, необходимого для ре-
шения теоретических и практических инженерно-экономических
задач; привить умение самостоятельно изучать учебную литера-
туру по математике и ее приложениям; развить логическое мыш-
ление и повысить общий уровень математической культуры; вы-
работать навыки математического исследования прикладных
вопросов и умение перевести инженерно-экономическую задачу
на математический язык.

Все это имеет очень важное значение для последующей практи-
ческой работы инженера-экономиста и необходимо также для ус-
пешного изучения общетеоретических и специальных дисциплин.

Учебными планами инженерно-экономических специальнос-
тей вузов предусмотрены математические дисциплины:

1. Высшая математика.
2. Теория вероятностей и математическая статистика.
3. Математическое программирование.
Объем и содержание этих дисциплин определяются в соответ-

ствии с требованиями Государственных общеобразовательных
стандартов на основе примерной программы дисциплины «Ма-
тематика», утвержденной в 2000 г. Главным управлением образо-
вательных программ и стандартов высшего и среднего професси-
онального образования Министерства образования Российской
Федерации.

Настоящее учебное пособие предназначено для студентов оч-
ной и заочной форм обучения. Оно содержит общие методичес-
кие рекомендации по изучению математических дисциплин, а так-
же программу, методические указания и контрольные задания по
математике.

В учебных планах некоторых из инженерно-экономических
специальностей все математические дисциплины объединены под
общим названием «Математика» с последующим указанием на-
званий конкретных дисциплин: а) общий курс, б) теория вероят-
ностей и математическая статистика и т.п. В этом случае назва-
ние дисциплины «Математика (общий курс)» следует считать рав-
носильным названию «Высшая математика», и при изучении этой
дисциплины может быть использовано настоящее пособие.
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МЕТОДИКА ИЗУЧЕНИЯ МАТЕМАТИКИ
В ВЫСШЕМ УЧЕБНОМ ЗАВЕДЕНИИ

СТУДЕНТАМИ-ЗАОЧНИКАМИ
Основной формой обучения студента-заочника является само-

стоятельная работа над учебным материалом; она складывается из
чтения учебников, решения задач, выполнения контрольных зада-
ний. В помощь заочникам институты организуют чтение лекций и
практические занятия. Кроме того, студент может обращаться к
преподавателю с вопросами в письменном виде или устно. Указа-
ния студенту по текущей работе даются также в процессе рецензи-
рования контрольных работ. Однако студент должен помнить, что
только при систематической и упорной самостоятельной работе
помощь института будет достаточно эффективной.

Завершающим этапом изучения каждого из математических
курсов (или отдельных частей курса высшей математики) являет-
ся сдача зачетов и экзаменов в соответствии с учебным планом.

1. Чтение учебника

1. Изучая материал по учебнику, следует переходить к следу-
ющему вопросу только после правильного понимания предыду-
щего, проделывая на бумаге все вычисления (в том числе и те, ко-
торые по их простоте опущены в учебнике), воспроизводя имею-
щиеся в учебнике чертежи.

2. Особое внимание следует обратить на определение основ-
ных понятий. Студент должен подробно разобрать примеры, ко-
торые поясняют такие определения, и уметь привести аналогич-
ные примеры самостоятельно.

3. Необходимо помнить, что каждая теорема состоит из пред-
положений и утверждения. Все предположения должны обязатель-
но использоваться в доказательстве. Нужно добиваться точного
представления о том, в каком месте доказательства использовано
каждое предположение теоремы. Полезно составлять схемы дока-
зательства сложных теорем. Правильному пониманию многих
теорем помогает разбор примеров математических объектов, об-
ладающих и не обладающих свойствами, указанными в предпо-
ложениях и утверждениях теорем.

4. При изучении материала по учебнику полезно вести конс-
пект, в который рекомендуется выписывать определения, форму-
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лировки теорем, формулы, уравнения и т.п. На полях конспекта
следует отмечать вопросы, выделенные для письменной или уст-
ной консультации с преподавателем.

5. Письменное оформление работы студента имеет исключитель-
но важное значение. Записи в конспекте должны быть сделаны ак-
куратно. Хорошее внешнее оформление конспекта по изученному
материалу не только приучит студента к необходимому в работе
порядку, но и позволит ему избежать многочисленных ошибок,
которые происходят из-за небрежных, беспорядочных записей.

6. Выводы, полученные в виде формул, рекомендуется в конс-
пекте подчеркивать или обводить рамкой, чтобы при перечитыва-
нии конспекта они выделялись и лучше запоминались. Опыт пока-
зывает, что многим студентам помогает в работе составление лис-
та, содержащего важнейшие и наиболее часто употребляемые
формулы курса. Такой лист не только помогает запомнить форму-
лы, но и может служить постоянным справочником для студента.

2. Решение задач

1. Чтение учебника должно сопровождаться решением задач,
для чего рекомендуется завести специальную тетрадь.

2. При решении задач нужно обосновывать каждый этап ре-
шения, исходя из теоретических положений курса. Если студент
видит несколько путей решения задачи, то он должен сравнить их
и выбрать из них самый удобный. Полезно до начала вычислений
составить краткий план решения.

3. Решения задач и примеров следует записывать подробно,
вычисления должны располагаться в строгом порядке, при этом
рекомендуется отделять вспомогательные вычисления от основ-
ных. Ошибочные записи следует не стирать и замазывать, а за-
черкивать. Чертежи можно выполнять от руки, но аккуратно и в
соответствии с данными условиями. Если чертеж требует особо
тщательного выполнения, например при графической проверке
решения, полученного путем вычислений, то следует пользовать-
ся линейкой, транспортиром, лекалом и указывать масштаб.

4. Решение каждой задачи должно доводиться до окончатель-
ного ответа, которого требует условие, и по возможности в об-
щем виде с выводом формулы. Затем в полученную формулу под-
ставляют числовые значения (если таковые даны) входящих в нее
величин. В промежуточные вычисления не следует вводить при-
ближенные значения корней, числа π и т.д.
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5. Полученный ответ следует проверять способами, вытекаю-
щими из существа данной задачи. Если, например, решалась за-
дача с конкретным физическим или геометрическим содержани-
ем, то полезно прежде всего проверить размерность полученного
ответа. Полезно также, если возможно, решить задачу нескольки-
ми способами и сравнить полученные результаты.

6. Решение задач определенного типа нужно продолжать до
приобретения твердых навыков в их решении.

3. Самопроверка

1. После изучения определенной темы по учебнику и решения
достаточного количества соответствующих задач студенту реко-
мендуется воспроизвести по памяти определения, выводы формул,
формулировки и доказательства теорем, проверяя себя каждый раз
по учебнику. Вопросы для самопроверки, приведенные в настоя-
щем пособии, должны помочь студенту в таком повторении, зак-
реплении и проверке прочности усвоения изученного материала.
В случае необходимости надо еще раз внимательно разобраться в
материале учебника, порешать задачи.

2. Иногда недостаточность усвоения того или иного вопроса
выясняется только при изучении дальнейшего материала. В этом
случае надо вернуться назад и повторить плохо усвоенный раздел.

3. Важным критерием усвоения теории является умение решать
задачи на пройденный материал. Однако здесь следует предосте-
речь студента от весьма распространенной ошибки, заключающей-
ся в том, что благополучное решение задач воспринимается им
как признак усвоения теории. Часто правильное решение задачи
получается в результате применения механически заученных форм,
без понимания существа дела. Можно сказать, что умение решать
задачи является необходимым, но недостаточным условием хоро-
шего знания теории.

4. Консультации

1. Если в процессе работы над изучением теоретического ма-
териала или при решении задач у студента возникают вопросы,
разрешить которые самостоятельно не удается (неясность терми-
нов, формулировок теорем, отдельных задач и др.), он может об-
ратиться к преподавателю для получения от него указаний в виде
письменной или устной консультаций.
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2. В своих запросах студент должен точно указать, в чем он
испытывает затруднение. Если он не разобрался в теоретических
объяснениях, или в доказательстве теоремы, или в выводе форму-
лы по учебнику, то нужно указать, какой это учебник, год его из-
дания и страницу, где рассмотрен затрудняющий его вопрос, и
что именно его затрудняет. Если студент испытывает затрудне-
ние при решении задачи, то следует указать характер этого зат-
руднения, привести предполагаемый план решения.

3. За консультацией следует обращаться и в случае, если воз-
никнут сомнения в правильности ответов на вопросы для само-
проверки.

5. Контрольные работы

1. В процессе изучения математических курсов студент дол-
жен выполнить ряд контрольных работ, главная цель которых —
оказать студенту помощь в его работе. Рецензии на эти работы
позволяют студенту судить о степени усвоения им соответствую-
щего раздела курса, указывают на имеющиеся у него пробелы, на
желательное направление дальнейшей работы, помогают сформу-
лировать вопросы для консультации с преподавателем (письмен-
ной или устной).

2. Не следует приступать к выполнению контрольного зада-
ния до решения достаточного количества задач по материалу, со-
ответствующему этому заданию. Опыт показывает, что чаще все-
го неумение решить ту или иную задачу контрольного задания
вызывается тем, что студент не выполнил это требование.

3. Контрольные работы должны выполняться самостоятель-
но. Не самостоятельно выполненная работа не дает возможности
преподавателю-рецензенту указать студенту на недостатки в его
работе, в усвоении им учебного материала, в результате чего сту-
дент не приобретает необходимых знаний и может оказаться не
подготовленным к устному экзамену и зачету.

4. Не рекомендуется присылать в институт одновременно не-
сколько контрольных заданий, это не дает возможности рецен-
зенту своевременно указать студенту на допускаемые им ошибки
и удлиняет срок рецензирования работы.

5. Прорецензированные контрольные работы вместе со всеми
исправлениями и дополнениями, сделанными по требованию ре-
цензента, следует сохранять. Без предъявления преподавателю
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прорецензированных контрольных работ студент не допускает-
ся к сдаче зачета или экзамена.

6. Распределение контрольных работ по семестрам устанав-
ливается каждым институтом для своих студентов в соответствии
с распределением по семестрам материала и сообщается студен-
там дополнительно.

6. Лекции и практические занятия

Во время экзаменационно-лабораторных сессий для студентов-
заочников организуются лекции и практические занятия. Они но-
сят по преимуществу обзорный характер. Их цель — обратить
внимание на общую схему построения соответствующего раздела
курса, подчеркнуть важнейшие факты, указать главные практи-
ческие приложения, факты из истории науки. Кроме того, на этих
занятиях могут быть более подробно разобраны отдельные воп-
росы курса (например, методы приближенных вычислений и др.);
могут быть также рассмотрены отдельные вопросы программы,
отсутствующие или недостаточно полно освещенные в рекомен-
дуемых пособиях.

Для студентов, имеющих возможность заниматься в группах
на учебно-консультационных пунктах, лекции и практические
занятия проводятся в течение всего учебного года. Эти лекции и
практические занятия носят более систематический характер, од-
нако и они призваны оказать только помощь студенту в его само-
стоятельной работе.

7. Зачет и экзамен

На экзаменах и зачетах выясняется прежде всего усвоение всех
теоретических и прикладных вопросов программы и умение при-
менять полученные знания к решению практических задач. Опре-
деления, теоремы, правила должны формулироваться точно и с
пониманием существа дела; задачи в простейших случаях долж-
ны решаться без ошибок и уверенно; всякая письменная и графи-
ческая работа должна быть аккуратной и четкой. Только при вы-
полнении этих условий знания могут быть признаны удовлетво-
ряющими требованиям, предъявляемым программой.

При подготовке к экзамену учебный материал рекомендуется
повторять по учебнику и конспекту.
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ПРОГРАММА КУРСА МАТЕМАТИКИ
Раздел I. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ,

ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА, ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ

Аналитическая геометрия на плоскости

1. Прямоугольные и полярные координаты на плоскости; ос-
новные задачи. Преобразования координат.

2. Уравнение линии на плоскости. Параметрические уравне-
ния линии; уравнения в полярных координатах. Примеры.

3. Уравнения прямой, основные задачи.
4. Канонические уравнения кривых второго порядка; их ос-

новные свойства.

Определители и системы линейных уравнений

5. Определители второго и третьего порядков. Решение сис-
тем линейных уравнений с двумя и тремя неизвестными.

Векторная алгебра

6. Векторы на плоскости и в пространстве. Сложение и вычи-
тание векторов. Умножение вектора на скаляр. Проекции векто-
ра на ось. Система декартовых прямоугольных координат в про-
странстве. Проекции вектора на оси координат. Направляющие
косинусы вектора. Длина и координаты вектора. Действия над
векторами, заданными своими координатами.

7. Скалярное произведение двух векторов и его свойства; век-
торное произведение; смешанное произведение трех векторов.

Аналитическая геометрия в пространстве

8. Прямоугольные координаты; основные задачи.
9. Уравнение поверхности. Цилиндрические поверхности.

Уравнения пространственных линий.
10. Уравнение плоскости и уравнения прямой в пространстве;

основные задачи.
11. Канонические уравнения поверхностей второго порядка.
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Элементы линейной алгебры

12. Решение систем линейных уравнений методом Гаусса.
13. Определители n-го порядка и их свойства. Решение систем

по формулам Крамера.
14. Матрицы.  Сложение  матриц;  умножение  матрицы  на

число; произведение матриц. Единичная матрица. Обратная мат-
рица.

15. Собственные числа и собственные векторы квадратной
матрицы.

16. Векторное пространство. Линейная зависимость и незави-
симость систем векторов. Базис векторного пространства.

17. Линейное преобразование. Матрица линейного преобра-
зования.

18. Теорема Кронеккера — Капелли и ее приложение к иссле-
дованию и решению системы линейных уравнений.

19. Квадратичные формы; положительно определенные квад-
ратичные формы. Приведение квадратичной формы к диагональ-
ному виду. Применение матриц к упрощению уравнений кривых
второго порядка на плоскости.

РАЗДЕЛ II. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

Функции, предел, непрерывность

20. Переменные и постоянные величины. Функции; область
определения; способы задания. График функции и его построе-
ние; преобразование графиков. Основные элементарные функции.

21. Предел; основные свойства пределов. Бесконечно малые и
бесконечно большие. Формулировка теоремы существования пре-
дела для монотонной последовательности и монотонной функции.

22. Пределы 
x

xsin
 и xx /1)1( +  при x → 0. Число е; натуральные

логарифмы.
23. Сравнение бесконечно малых; эквивалентные бесконечно

малые.
24. Непрерывность функции в точке и на интервале; действия

над непрерывными функциями. Формулировка основных свойств
функций, непрерывных на замкнутом интервале. Точки разрыва
функции.
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Производная и дифференциал. Исследование функций

25. Задачи, приводящие к понятию производной. Определе-
ние производной; ее геометрический и механический смысл; урав-
нение касательной к графику функции.

26. Основные правила нахождения производных.
27. Дифференциал функции; его геометрический смысл. Лине-

аризация функции. Дифференциал сложной функции.
28. Производные высших порядков.
29. Функции, заданные параметрически; их дифференцирование.
30. Теоремы Ролля и Лагранжа.
31. Правило Лопиталя.
32. Формула Тейлора.
33. Возрастание и убывание функций; необходимые и доста-

точные условия.
34. Экстремум функции. Необходимое условие, достаточные

условия. Наибольшее и наименьшее значения функции на замк-
нутом интервале.

35. Выпуклость и вогнутость графика функции; точки перегиба.
36. Асимптоты графиков функций: вертикальные, горизон-

тальные и наклонные.

Функции нескольких переменных

37. Функции двух и трех переменных как функции точки. Гео-
метрическое изображение функции двух переменных с помощью
поверхностей и линий уровня.

38. Предел функций точки. Непрерывность в точке и в области.
Частные производные от функции нескольких переменных; геомет-
рический смысл частных производных функций двух переменных.

39. Производная по направлению и градиент функции; основ-
ные свойства градиента.

40. Полный дифференциал функции нескольких переменных;
достаточные условия его существования. Понятие о частных
производных высших порядков.

41. Экстремум функции нескольких переменных. Необходимые
условия экстремума. Наибольшее и наименьшее значения функ-
ции в ограниченной замкнутой области.

42. Условный экстремум; необходимое условие. Метод мно-
жителей Лагранжа.
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Раздел III. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

Неопределенный интеграл

43. Первообразная функция и неопределенный интеграл. Ос-
новные свойства неопределенного интеграла. Таблица основных
интегралов.

44. Непосредственное интегрирование. Интегрирование заме-
ной переменного. Интегрирование по частям. Простейшие типы
интегралов. Использование таблиц неопределенных интегралов.

Определенный интеграл

45. Задачи, приводящие к понятию определенного интеграла.
Определенный интеграл от непрерывной функции как предел ин-
тегральной суммы; формулировка теоремы о его существовании.
Основные свойства определенного интеграла; теорема о среднем.
Среднее значение функции.

46. Производная от определенного интеграла по верхнему пре-
делу. Формула Ньютона — Лейбница. Связь между определен-
ным и неопределенным интегралами.

47. Методы вычисления определенного интеграла; интегриро-
вание заменой переменного и интегрирование по частям.

48. Несобственные интегралы с бесконечными пределами.

Приложения определенного интеграла

49. Вычисление площадей в декартовых координатах. Опре-
деление и вычисление объема тела по площадям параллельных
сечений; объем тела вращения.

50. Определение и вычисление длины дуги плоской кривой.

Двойные интегралы

51. Задачи геометрического и физического характера, приво-
дящие к понятию двойного интеграла. Двойной интеграл; форму-
лировка теоремы о его существовании.

52. Выражение двойного интеграла в декартовых и полярных
координатах через повторный интеграл.

53. Применение двойных интегралов к геометрическим и фи-

зическим задачам. Вычисление интеграла Пуассона .
0

2
dxe x∫

∞
−
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Раздел IV. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Общие понятия.
 Дифференциальные уравнения первого порядка

54. Задачи геометрического и физического характера, приво-
дящие к дифференциальным уравнениям. Дифференциальные
уравнения первого порядка. Задача Коши; частное и общее реше-
ния.

55. Дифференциальные уравнения с разделяющимися перемен-
ными. Однородные и линейные уравнения первого порядка.

Дифференциальные уравнения второго порядка

56. Интегрирование некоторых уравнений второго порядка
путем понижения порядка уравнения.

57. Общие сведения о линейных дифференциальных уравне-
ниях второго порядка. Структура общего решения.

58. Линейные дифференциальные уравнения второго порядка
с постоянными коэффициентами. Характеристическое уравнение.
Общее решение линейного однородного дифференциального урав-
нения с постоянными коэффициентами. Отыскание частного ре-
шения неоднородного линейного уравнения методом неопределен-
ных коэффициентов.

Раздел V. РЯДЫ

Числовые ряды

59. Числовые ряды. Сходимость и расходимость. Необходи-
мые условия сходимости; основные свойства.

60. Достаточные признаки сходимости и расходимости рядов
с положительными членами. Признак Даламбера. Оценка остат-
ка ряда.

61. Признак Лейбница о сходимости знакопеременных рядов;
оценка остатка ряда.

62. Абсолютная и неабсолютная сходимости рядов. Свойства
абсолютно сходящихся рядов.
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Степенные ряды

63. Функциональный ряд; область его сходимости. Степенной
ряд. Теорема Абеля. Интервал сходимости; радиус сходимости.

64. Разложение функции в степенной ряд. Достаточные усло-
вия разложимости функции в ряд Тейлора. Разложение в ряд Тей-
лора (Маклорена) функций: ех, cos x, sin x, ln(1 + x), (1 + x)m.

65. Интегрирование и дифференцирование степенных рядов.
В учебном пособии будут также приведены некоторые специ-

альные разделы «Высшей математики».

Раздел VI. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА

66. Случайные события. События и вероятность. Алгебра со-
бытий. Классическое и статистическое определение вероятности.
Условная вероятность. Зависимые и независимые события. Тео-
ремы сложения и умножения вероятностей. Формула полной ве-
роятности.

67. Случайные величины. Закон распределения дискретной
случайной величины. Биномиальное распределение. Распределе-
ние Пуассона. Простейший поток событий. Числовые характери-
стики. Числовые характеристики дискретных и непрерывных слу-
чайных величин. Показательное распределение. Нормальное рас-
пределение. Закон больших чисел.

68. Математическая теория выборки. Сплошное и выбороч-
ное наблюдения. Статистические оценки. Требования, предъяв-
ляемые к статистическим оценкам. Методы построения статисти-
ческих оценок. Оценка доли признака. Точечные оценки для сред-
ней и дисперсии генеральной совокупности. Интервальные оценки
средней и дисперсии нормально распределенной генеральной со-
вокупности.

69. Статистическая проверка гипотез. Критерий проверки. Кри-
тическая область. Общая схема проверки гипотезы. Проверка ги-
потез относительно средней. Сравнение дисперсий двух совокуп-
ностей. Сравнение двух зависимых выборок. Критерий согласия.

70. Элементы теории корреляции. Основные понятия. Отыс-
кание параметров выборочного уравнения прямой линии регрес-
сии по несгруппированным и по сгруппированным данным. Ко-
эффициент корреляции и его свойства.
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Раздел VII.  МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

71. Математические методы в экономике. Экономические при-
меры. Общая задача линейного программирования (с ограниче-
ниями в форме уравнений и неравенств). Понятие плана, опти-
мального плана.

72. Основная задача линейного программирования (с ограни-
чениями в форме уравнений) и ее геометрическая интерпретация.
Выпуклость множества планов. Понятие опорного плана (базис-
ного решения). Экстремальная точка в множестве планов.

73. Достаточные условия существования оптимального опор-
ного плана (теорема существования).

Базисный план. Метод последовательного улучшения базис-
ного  плана  (симплекс-метод).  Некоторые  варианты  симплекс-
метода

74. Двойственные задачи. Соотношения между значениями
целевых функций двойственных задач (основное неравенство двой-
ственности). Теоремы двойственности и критерии оптимальнос-
ти планов двойственных задач.

Экономическая  интерпретация  двойственных  задач.  Крите-
рий  Канторовича  оптимальности  плана  задачи  использования
ресурсов.

75. Простейшие линейные задачи экономики: основная зада-
ча текущего производственного планирования; задача о комплек-
сном  выпуске  продукции;  задача  о  распределении  программы
и  специальный  метод  ее  решений  (метод  разрешающих  мно-
жителей).

76. Транспортная задача в матричной и сетевой постановке.
Метод потенциалов.

77. Понятие о распределительной задаче.
78. Целочисленное линейное программирование.
79. Элементы теории матричных игр.
80. Понятие о графах и сетевом планировании.
81. Понятие о выпуклом программировании.
82. Вычислительные     методы     квадратичного     программи-

рования.
83. Простейшие задачи динамического программирования.
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Раздел 1

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ.
ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА.

ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ

1.1. Линейная алгебра

Рассмотрим решение системы n линейных уравнений с n неиз-
вестными.

Постановка  задачи:  дана система  n  линейных  уравнений  с  n
неизвестными:









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(1.1)

Требуется найти совокупность n значений ) ...,, ,( 00
2

0
1 nxxx  та-

ких, которые бы отождествляли одновременно все уравнения систе-
мы. Такая совокупность значений называется решением системы.

Рассмотрим решение системы (1.1) тремя способами: матрич-
ным способом, по формулам Крамера и методом исключения не-
известных — методом Гаусса.

1.1.1. Матричный способ

Определение. Матрицей вида m · n называется таблица вида


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K
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K
K

. (1.2)

Числа aij (i = 1, 2, …, m; j = 1, 2, …, n), образующие матрицу,
называются ее элементами.
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Обознаются матрицы буквами А, В,  С, … или (aij), (bkl), (cpq), … .
Матрицы вида n · n (число строк равно числу столбцов) назы-

ваются квадратными n-го порядка. В частности, квадратная мат-
рица n-го порядка вида










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





100

010
001
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K
K

называется единичной и обозначается буквой Е. Для нее aij = 0,
если i ≠ j, и aij = 1, если i = j.

Матрицы вида:

(а1, а2, …, аn)

называются матрицами-строками, а матрицы вида:










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
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2

1

— матрицами-столбцами.

Определение. Произведением матрицы (1.2) на число λ назы-
вается матрица (λ aij).

Чтобы умножить матрицу на число λ, надо умножить каждый
ее элемент на это число.

Наиболее важным является следующее определение.

Определение. Произведением матрицы А (1.2) на матрицу
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Например,

.3312
536

)1()3(301)3()2(04)3(10
)1(13211)2(24112
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Произведение матриц имеет смысл только тогда, когда число
столбцов первой матрицы равно числу строк второй матрицы.
Произведение матриц не коммутативно, т.е. AB ≠ BA.

Определение. Если в матрице А переставить местами строки и
столбцы: 1-й столбец заменить 1-й строкой, 2-й столбец — 2-й стро-
кой и т.д., то полученная в результате матрица называется транс-
понированной по отношению к матрице А и обозначается Ат.

Например, если

,
30  1
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Определение. Определителем квадратной матрицы (aij) n-го
порядка, который обозначается |aij |, det A или ∆ называется чис-
ло, вычисляемое по формуле

∑
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j
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)1(det (1.3)

или

,)1(det
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∑
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i
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где Mij — определитель матрицы (n – 1)-го порядка, получаемой
из матрицы А вычеркиванием i-ой строки и j-го столбца:



























+−

+++−+++

−+−−−−−

+−

+−

nnnjnjnn

nijijiii

nijijiii

njj

nijij

aaaaa

aaaaa
aaaaa

aaaaa
aaaaa

LL
LLLLLLL

LL

LL
LLLLLLL

LL

LL

  
       

  
  

       
  
  

1121

111111211

111111211

212122221

1111211

. (1.5)
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Таким образом, вычисление определителя матрицы n-го по-
рядка сводится к вычислению определителей матриц (n – 1)-го
порядка, которые, в свою очередь, выражаются через определите-
ли матриц (n – 2)-го порядка и т.д., до определителей матриц 2-го
порядка, которые вычисляются по формуле

.21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa −=

Например, для матриц 3-го порядка формула (1.3) при i = 1
принимает вид

,
3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11

333231

232221

131211

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a
aaa
aaa
aaa

⋅+⋅−⋅=

по которой и вычисляют определители матриц 3-го порядка. Мож-
но конечно пользоваться и другими формулами, получающимися
из (1.3) при i = 2, 3 или (1.4), но окончательный ответ будет один и
тот же.

Определение. Определитель матрицы (1.5), обозначаемый Мij

называется дополнительным минором элемента аij (стоящего в
пересечении вычеркиваемой строки и столбца), а число (–1)i+jМij

называется алгебраическим дополнением элемента аij и обознача-
ется Аij, т.е.

Аij = (–1)i + j · Mij. (1.6)

Формула (1.3) называется формулой разложения определите-
ля по i-ой строке, а формула (1.4) — разложением по j-ому столб-
цу. Учитывая (1.6), формулы (1.3, 1.4) для краткости записывают
в виде

∑
=

=
n

j
ijij AaA

1

det

или

.det
1

∑
=

=
n

i
ijij AaA
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Пример 1.1. Вычислить

.
121
223
112

−

−

Решение:

.58112)26(1)23(1)42(2

21
23111

23)1(12
222

121
223
112

=−+=−−⋅+−⋅++⋅=

=−⋅+⋅−−−⋅=
−

−

Рассмотрим понятие обратной матрицы.

Определение. Пусть дана матрица А n-го порядка. Если ее про-
изведение на некоторую матрицу B n-го порядка равно единич-
ной матрице Е, т.е. А · B = E или B · A = E, то матрицу В называют
обратной к матрице А и обозначают А–1.

Можно доказать, что если А · А–1 = Е, то А–1 · А = Е, т.е. вза-
имно обратные матрицы перестановочны.

 Теорема 1. Каждая квадратная матрица А, определитель ко-
торой ∆ ≠ 0, имеет единственную обратную матрицу А–1 = B, эле-
менты которой bij находятся по формуле

∆
= ji

ij

A
b .

Из теоремы вытекает правило: чтобы найти обратную матри-
цу к матрице (1.2), где m = n, надо сделать следующие преобразо-
вания:

1. Вычислить определитель ∆ матрицы А (∆ ≠ 0).
2. Каждый элемент матрицы А заменить его алгебраическим

дополнением, т.е. составить матрицу (Аij).
3. Транспонировать матрицу (Аij), т.е. записать матрицу (Аji).

4. Матрицу (Аji) умножить на .
1

∆
В результате получим матрицу А–1.
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Пример 1.2. Найти матрицу А–1, обратную к матрице

.
121
223
112












−

−

Вычисляем определитель данной матрицы (вычислен в преды-
дущем примере и равен 5). Т.к. ∆ = 5 ≠ 0, то матрица А имеет об-
ратную матрицу А–1.

Находим алгебраические дополнения

.7
23
12)1(

  ;1
23
12)1(  ;4

22
11)1(

;3
21
12)1(

 ;1 11
 12 )1(  ;1 12 

 11)1(

;8 21
 23 )1(

  ;1 11
23 )1(  ;6 12 

22)1(

33
33

23
32

13
31

32
23

22
22

12
21

31
13

21
12

11
11

=−⋅−=

−=⋅−=−=−⋅−=

=−
−⋅−=

=⋅−=−=−
−⋅−=

−=−⋅−=

−=⋅−==−⋅−=

+

++

+

++

+

++

A

AA

A

AA

A

AA

Составляем матрицу (Аij) из алгебраических дополнений

.
714
311
816














−−
−

−−

Транспонируем  полученную  матрицу,  т.е.  переходим  к  мат-
рице

.
738
111
416














−
−−
−−
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Умножая на ,
5

1 получим обратную матрицу

.

5

7

5

3

5

8

5

1

5

1

5

1

5

4

5

1

5

6

1

























−

−−

−−

=−A (1.7)

Проверка.

.
100
010
001

500
050
005

5

1

724321826

1421262316218
7183128112

5

1

738
111
416

121
223
112

5

1

5

7

5

3

5

8
5

1

5

1

5

1
5

4

5

1

5

6

121
223
112











=










=

















++−+−−−+
+−−++−−−

++−+−−−+
=

=










−
−−
−−

⋅










−

−
⋅=

























−

−−

−−

⋅










−

−

Возвращаемся к системе (1.1).
Матрица, состоящая из коэффициентов при неизвестных, т.е.

матрица

,

21

22221

11211

















=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

K
LLLL

K
K

называется матрицей системы, а матрица-столбец, составленная
из величин b1, b2, …, bn

,2

1



















=

nb

b
b

B
M

называется столбцом свободных членов.
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Составим еще матрицу-столбец неизвестных

.2

1



















=

nx

x
x

X
M

Тогда система (1.1) в матричной форме примет вид

А · Х = B. (1.8)

Если det A ≠  0, то умножая (1.8) на А–1, получим

Х = А–1 · B (1.9)

На этой формуле основан матричный способ решения систем
линейных уравнений.

Пример 1.3. Решить матричным способом систему

.
12

2223
22

321

321

321







=+−
−=++

=+−

xxx
xxx

xxx

Решение. Для данной системы

.
1
2
2

  ;  ;
121
223
112

3

2

1











−=














=











−

−
= B

x
x
x

XA

Чтобы воспользоваться формулой (1.9), надо найти матрицу,
обратную к матрице А. В примере показано, что матрица А–1 име-
ет вид (1.7). Подставляя в (1.9), имеем:

.
3
1
2

5

7616
5

122
5

4212

1
2
2

5

7

5

3

5

8
5

1

5

1

5

1
5

4

5

1

5

6

3

2

1












−
−=

























+−−

−−−

−+

=









−⋅

























−

−−

−−

=














x
x
x

Ответ: x1 = 2; x2 = –1; x3 = –3.
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1.1.2. Формулы Крамера

Составим главный определитель системы (1.1),  т.е. определи-
тель из коэффициентов при неизвестных в данной системе.

















=∆

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

K
LLLL

K
K

21

22221

11211

и n вспомогательных определителей

.)( 

..., ,)(  ,)(

21

22221

11211

1

2221

1111

2

1

2222

1121

1

nnn

n

nnnn

n

n

nnnn

n

n

baa

baa
baa

x

aba

aba
aba

x

aab

aab
aab

x

K
LLLL

K
K

K
LLLL

K
K

K
LLLL

K
K

=∆

=∆=∆

Эти определители составляются путем замены в главном оп-
ределителе соответствующего столбца столбцом, состоящим из
свободных членов.

Если ∆ ≠ 0, то решение системы (1.1) находится по формулам
Крамера

.
)(

  ...,  ,
)(

  ,
)( 2

2
1

1 ∆
∆

=
∆

∆
=

∆
∆

= n
n

x
x

x
x

x
x

Пример 1.4. Решить систему.

.0584233922)23(1133

24
35)2(34

25132
233

324
235
213

2324
4235

623

321

321

321

≠=−+=⋅−−⋅−⋅=

=−
−⋅−+−⋅−−−

−⋅=
−−

−
−

=∆







−=−−
−=+−

=−+

xxx
xxx

xxx
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.0
58

0)(
   ;3

58

174)(
  ;1

58

58)(

.012662661)2(3

24
35624

45122
433

224
435
613

)(

.174121384862)23(6163

24
452

34
256

32
243

324
245
263

)(

.584167822161136

22
34232

241
32
236

322
234
216

)(

3
3

2
2

1
1

3

2

1

==
∆

∆
===

∆
∆===

∆
∆=

=+−−=⋅+⋅−−⋅=

=−
−⋅+−

−⋅−−−
−−⋅=

−−
−−=∆

=−+=⋅−−⋅−⋅=

=−
−⋅−−⋅−−−

−⋅=
−−

−
−

=∆

=−−=⋅−⋅−⋅=

=−−
−−⋅−−−

−⋅−−−
−⋅=

−−−
−−

−
=∆

x
x

x
x

x
x

x

x

x

Ответ: x1 = 1;   x2 = 3;   x3 = 0.

1.1.3. Метод исключения неизвестных
(метод Гаусса)

Основная его идея состоит в том, что данная система линей-
ных уравнений преобразуется в равносильную ей систему специ-
ального вида, где одно из уравнений системы содержит все не-
известные, второе — на одно неизвестное меньше, и т.д., после-
днее уравнение — лишь одно из неизвестных. Покажем это на
примере.

Пример 1.5. Решить систему линейных уравнений методом
Гаусса.







=++
=++

=++

.3916255
,1812143

,01372

321

321

321

xxx
xxx

xxx

Решение. Примем за первое ведущее уравнение первое уравне-
ние системы, а за первое ведущее неизвестное — x1; первым веду-
щим элементом будет а11 = 2. Исключим x1 из второго и третьего
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уравнений, прибавив ко второму уравнению ведущее, умножен-

ное  на  —  
2

3
,  а  к  третьему  —  ведущее,  умноженное  на  —  

2

5
.

Получим:














=−

=−

=++

.39
2

33

2

15

,18
2

15

2

7

,01372

32

32

321

xx

xx

xxx

Первый шаг закончен. Второе и третье уравнения образуют
первую подсистему. За второе ведущее уравнение примем второе
уравнение системы, а за второе ведущее неизвестное — x2; вто-

рым ведущим элементом будет 
2

7
. Исключим x2 из третьего урав-

нения. Получим:














=−

=−

=++

.
7

3

7

3

,18
2

15

2

7

,01372

3

32

321

x

xx

xxx

Второй шаг закончен. Вторая подсистема состоит из одного
третьего уравнения. Прямой ход метода Гаусса закончен. Обрат-
ным ходом получаем:

( ) .4)]1(1337[
2

1
137

2

1

,3)1(
2

15
18

7

2

2

15
18

7

2

,1

321

32

3

−=−+⋅−=+−=

=



 −+=





 +=

−=

xxx

xx

x

Итак, решение данной системы будет: x1 = –4, x2 = 3, x3 = –1.
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Пример 1.6. Решить систему линейных уравнений







=−+
=−+

=−+

.1755
,59153

,8452

321

321

321

xxx
xxx

xxx

Решение. Преобразуем систему по методу Гаусса:










−=

−=−

=−+














−=+−

−=−

=−+

.260

,73
2

15
,8452

,193
2

15

,73
2

15
,8452

32

321

32

32

321

xx

xxx

xx

xx

xxx

Уравнение 0 = –26 не имеет смысла, следовательно, данная си-
стема несовместна.

Замечание. Несовместность данной системы можно усмотреть
уже после первого шага:  в полученной системе левые части вто-
рого и третьего уравнений отличаются только знаком, тогда как
правые части одинаковы по знаку и различны по модулю.

Пример 1.7. Решить систему линейных уравнений







=−+
=−+

=−+

.27755
,59153

,8452

321

321

321

xxx
xxx

xxx

Решение. Преобразуем систему по методу Гаусса:







−=−

=−+














=+−

−=−

=−+

.73
2

15

,8452

;73
2

15

,73
2

15
,8452

32

321

32

32

321

xx

xxx

xx

xx

xxx
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После второго шага из трех уравнений осталось два, так как
третье уравнение приняло вид 0 = 0 и удалено из системы. В дан-
ном случае ранг системы r = 2, а число неизвестных n = 3, т.е. r < n.
Из  трех  уравнений  исходной  системы  только  два  независимых
(m = 3, r < m). В первой подсистеме два уравнения, вторая подси-
стема отсутствует. Прямой ход метода Гаусса закончен. Исклю-
чая теперь с помощью второго уравнения x2  из первого уравне-
ния, приведем систему к виду









−=−

=−

,73
2

15

,
3

38
22

32

31

xx

xx

откуда легко находим общее решение:










+−=

+=

.
5

2

15

14

,
3

19

32

31

xx

xx

Неизвестные x1, x2 — базисные, x3 — свободное. Придавая
неизвестному x3 произвольные числовые значения, можно полу-
чить множество частных решений:

х1 = 
3

19
,      х2 = –

15

14
,      х3 = 0;

х1 = 
3

22
,      х2 = –

15

8
,      х3 = 1 и т.д.

1.1.4. Теорема Кронекера — Капелли

Рассмотрим произвольную систему линейных уравнений, со-
держащую m уравнений и n неизвестных:










=⋅+++

=⋅+++
=⋅+++

....
.....................................................

,...
,...

2211

22222121

1212111

mnmnmm

nn

nin

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

(1.10)



29

Составим матрицу системы А и расширенную матрицу A ,
полученную  присоединением  к  А  столбца  из  свободных  чле-
нов bi (i = 1, 2, …, m).

.  , 

21

222221

111211

21

22221

11211
















=
















=

mmnmm

n

n

mnmm

n

n

baaa

baaa
baaa

A

aaa

aaa
aaa

A

K
LLLL

K
K

K
LLLL

K
K

(1.11)

Матрице А соответствует система из m векторов

).,1  или    ...,,2,1(  ) ...,, ,( 21 mimiaaaa imiii === (1.12)

Векторы maaa ...,,, 21  линейно зависимы, или, что тоже самое,
образуют линейно зависимую систему, если один из них линейно
выражается через другие.

Пример 1.8. Система 1a  = (1,2), 2a  = (–2,1), 3a  = (0,5) линейно
зависима, так как 213 2 aaa += .

Из системы векторов (1.12) выделим подсистему

,  ...,,,
21 kiii aaa (1.13)

где i1, i2, …, ik — какие-то k чисел из набора  m,1 .
Будем говорить, что подсистема (1.13) является максимальной

линейно независимой подсистемой или базисом системы (1.12),
если векторы (1.13) линейно независимы, а любой другой вектор
системы является их линейной комбинацией.

Рангом системы векторов называется число векторов в любом
базисе системы.

Пример 1.9. В системе

1a  = (0,  –1,   2,1),

2a = (3,     1, –1,0),

3a  = (–6, –2,    2,0),

векторы 1a  и 2a  образуют базис, так как их коэффициенты не-
пропорциональны.  Вектор 3a  = 0 · 1a  – 22a  является линейной
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комбинацией 1a  и 2a . Отметим также, что векторы 1a , 3a   образу-
ют базис.

Так как система векторов (1.12) образована из матрицы А, то
можно говорить о ранге матрицы А, который совпадает с рангом
системы (1.12).

Для определения ранга системы существуют различные мето-
ды. Мы будем определять ранг матрицы А как максимальный
порядок ее миноров, отличных от нуля.

Пример 1.10. Определить ранг матрицы

.
3511
0122
1111














−−
−=А

Выделяем 1-ю, 2-ю строки, а также 2-й и 3-й столбцы, получа-
ем минор второго порядка

.03–
1–2
11 ≠=

Вообще, в матрице А имеется 3 · 6 = 18  миноров 2-го порядка.
Миноры 3-го порядка (их три) равны нулю:

.0
351–
01–2
111

   ,0
31–1–
022
111

   ,0
51–1–
1–22
111

===

Ранг исходной матрицы равен двум.
Правило вычисления ранга матрицы:
при вычислении ранга матрицы следует переходить от мино-

ров меньших порядков к минорам больших порядков;
если уже найден минор k-го порядка, определитель которого

отличен от нуля, то требуют вычисления лишь миноры (k + 1)-го
порядка, окаймляющие минор k-го порядка, если все они равны
нулю, то ранг матрицы r равен k.

Пример 1.11. Найти ранг матрицы

.

54–47–4
131–10
24–12–1
0134–2
















=A
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Минор 2-го порядка .0212–
34–

2 ≠==d

Минор 3-го порядка, окаймляющий его

.01
1–10
12–1
34–2

3 ≠==d

Оба минора 4-го порядка, окаймляющие минор d3, равны 0:

.0

5474
1110
2121
0342

   ,0

4–47–4
31–10
4–12–1
134–2

=
−

−
−
−

=

Таким образом, ранг матрицы А r = 3.
Возвращаемся к системе (1.10). Вопрос о совместности систе-

мы линейных уравнений полностью решается теоремой Кронеке-
ра— Капелли: система линейных уравнений (1.10) тогда и только

тогда  совместна, когда ранг расширенной матрицы А  равен ран-
гу матрицы А.

Пример 1.12. Решить систему







=+−−
=−++

=++−

.0563
,1242

,725

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx

Составляем матрицы

,0
531
212
11–5

   ,0
6–31
412
21–5

   ,07
12
15

.
05631
12412
71215

   ,
5631
2412
1215

2
3

1
32 =

−
−==

−
=≠=−=












−−
−

−
=











−−
−

−
=

ddd

АА

т.е. ранг матрицы А равен 2.
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Для расширенной матрицы

,035
031
112
71–5

3
3 ≠−=

−
=d

а это означает, что ранг расширенной матрицы А  равен 3.
По теореме Кронекера — Капелли следует, что система несов-

местна.

Пример 1.13. Решить систему







=+−−+
=+++−

=+−−+

.0895
,4343

,12

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx

Составляем матрицы

.
018951
434113
111211

   ,
18951
34113
11211














−−
−

−−
=













−−
−

−−
= АА

Минор 0451
11

2 ≠==d , а все остальные миноры 3-го поряд-

ка его окаймляющие, как для матрицы А так и для А, равны нулю.
Так как ранг матрицы системы А и ранг расширенной матрицы А
совпадают и равны двум, то система совместна. Так как мы взяли
минор  2-го  порядка,  состоящий  из  коэффициентов  при  x1  и  x2

в 1-м и 3-м уравнениях, то эти неизвестные оставляем в левой ча-
сти, а неизвестные x3, x4  и x5 считаем  свободными (как бы извес-
тными) и переносим их в правую часть:





−+=+
−++=+

.895
,21

54321

54321
 xxxxx

  xxxxx

Решая эту систему двух линейных уравнений с двумя неизвес-
тными x1 и x2, найдем общее решение системы в виде:

.
4

7

4

7

4

1

,
4

3

4

1

4

5

432

5431

xxx

xxxx

++−=

−−+=
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Подстановка  этих  значений  в  уравнения  системы  вместо  x1

и x2 дает тождества.
Давая свободным переменным x3, x4 и x5 произвольные чис-

ловые значения, мы получим множество решений исходной сис-
темы. Так решениями нашей системы будут, например, векторы

1a  = (2, 5, 3, 0, 0), 2a  = (3, 5, 2, 1, –2), 




 −= 0 ,0 ,0 ,

4

1
 ,

4

5
3a  и т.д.

1.2. Элементы векторной алгебры

Вектором называется направленный отрезок AB  (рис. 1).

Вектор обозначается указанием его начала (т. А) и его конца
(т. B), записывается AB  или одной буквой, например a .

Векторы называются равными, если они имеют одинаковые
длины (модули), лежат на параллельных прямых или на одной
прямой и направлены в одну сторону.

Если известны координаты точек A (x1, y1, z1) и B (x2, y2, z2),

то  координаты  вектора  } , ,{ zyx aaaAB =  определяются  по  фор-
мулам

ax = x2 – x1;   ay = y2 – y1;   az = z2 – z1. (1.14)

Координаты вектора являются его проекциями на координатные
оси, поэтому вектор a = {ax, ay, az} может быть представлен в виде:

,kajaiaa zyx ⋅+⋅+⋅= (1.15)

где kji   ,  ,  — единичные векторы, направление каждого из кото-
рых совпадает с положительным направлением осей ОХ, OY, OZ
соответственно.

Рис. 1

А

В

a

•



34

Модуль  вектора обозначается а  и определяется по формуле

.222
zyx aaaа ++= (1.16)

Если векторы a  и b  заданы их разложениями по ортам (еди-
ничным векторам) (1.14),  то их сумма и разность определяются
по формулам

}.  ; ;{

)()()(

zzyyxx

zzyyxx

bababa

kbajbaibaba

+++=

=⋅±+⋅±+⋅±=±

(1.17)

Напомним, что сумма векторов a  и b , начала которых совме-
щены, изображается вектором с тем же началом, совпадающим с
диагональю параллелограмма, сторонами которого являются век-
торы a  и b . Разность ba −  этих векторов изображается векто-
ром, совпадающим  со второй диагональю того же параллелог-

рамма, причем этот вектор направлен из конца b  (вычитаемого)
в конец a  (уменьшаемого) (рис. 2).

Определение. Векторы, лежащие на одной прямой или на па-
раллельных прямых, называются коллинеарными.

Условием коллинеарности двух векторов  } , ,{ = zyx aaaa  и

 } , ,{ = zyx bbbb  является пропорциональность их координат

.
z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a == (1.18)

Рис. 2

a

b
ba +

ba −
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Произведением  вектора  a   на  скалярный  множитель  m  яв-
ляется вектор, координаты которого определяются следующим об-
разом:

}.  ;  ;{ zyxzyx mamamakmajmaimaam =⋅+⋅+⋅=

Векторы  a   и  am   параллельны  (коллинеарны)  и  направле-
ны в одну сторону, если m > 0, и в противоположные стороны,
если m < 0.

Вектор 
||0 a

a
а =  называют единичным вектором вектора a .

Если  вектор a  составляет  угол  α  с  осью  ОХ,  угол  β  с  осью  OY
и  угол γ  c осью OZ  (рис. 3),  то  его  единичный  вектор 0a  = {cos α;
cos β; cos γ}, а cos α, cos β, cos γ — называют направляющими
косинусами вектора.

Пусть вектор a  составляет угол ϕ  с осью u. Тогда проекция
вектора на эту ось определяется формулой

ϕcos⋅= aanpu .

Определение. Скалярным произведением двух векторов назы-
вается произведение их модулей, умноженное на косинус угла меж-

ду ними .cos|||| ϕ⋅⋅=⋅ baba
Скалярное произведение векторов a  и b  можно выразить так-

же формулой

bnpaba a⋅=⋅ ||  или .|| anpbba b⋅=⋅ (1.19)

Рис. 3

x

z

y

a <
γ

β

α



36

Свойства скалярного произведения:

1) abba ⋅=⋅  — коммутативный закон;

2) cabacba +=+⋅ )(  — дистрибутивный закон;

3) 22 ||0cos|||| aaaaaa =⋅⋅=⋅= , отсюда  ;|| 2aa =
4) если a ⊥ b , то 0=ba  и обратно;
5) если  векторы  заданы  координатами:   = ,},,{ zyx aaaa

 },,{ = ,zyx bbbb  то .zzyyxx babababa ++=⋅
С помощью скалярного произведения можно определить угол

между векторами:

.
 ||||

);cos(
222222
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa

ba

ba
ba

++++

⋅+⋅+⋅
=

⋅
⋅=

∧

(1.20)

Условие перпендикулярности двух векторов (свойство 4):

0=⋅ba , или  axbx + ayby + azbz = 0.

Определение. Векторным произведением двух векторов a  и b
называется вектор с  (рис. 4), определяемый следующими услови-
ями:

1) модуль вектора с  равен произведению модулей векторов a

и b , умноженному на синус угла между ними:

;);(sin||||||
∧

⋅⋅= babac

Рис. 4

bac ×=

a

b
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2) вектор с  перпендикулярен векторам a  и b ;

3) векторы сba   ,  ,  образуют правую тройку, то есть ориенти-

рованы по отношению друг к другу как орты . , , kji
Векторное произведение обозначают:

ba  ×   или  .][ b, a

Свойства векторного произведения:

1. .] ,[ ][ abb, a −=
2. .][][ ])([ c, ab, acb, a +=+
3. ,][ ])([ ])[( b, ambm, ab, am ⋅=⋅=⋅   где m — скалярный мно-

житель.

4. Если ba || , то 0][ =b, a , в частности 0][ =a, a .

Если векторы a  и b  заданы своими координатами

}, , ,{  }, , ,{ zyxzyx bbbbaaaa ==   то   .] ,[

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba =

Согласно определению, площадь параллелограмма, построенно-

го на векторах a  и b , равна модулю их векторного произведения:

,],[
2

1
  |,],[|. baSbaSnap == ∆ (1.21)

где S∆ — площадь треугольника, построенного на векторах a  и b .

Пример 1.14. Найти площадь треугольника, построенного на

векторах }0 ;1 ;2{  и  }2 ;1 ;3{ −== ba  (рис. 5).

Рис. 5

a

b
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Найдем 

ед.). (кв. 5
2

3
53

2

1

.534525164|] ,[|

.}5 4; ;2{542
012
213] ,[

=⋅=

==++=

−=−+=
−

=

∆S

ba

kji
kji

ba

Определение. Смешанным произведением векторов a , b  и c
называется произведение вида:

.] ,[] ,[ cbacbaсba ⋅⋅=⋅=⋅

Геометрический смысл смешанного произведения: модуль сме-
шанного произведения равен объему параллелепипеда, построен-
ного на этих векторах (рис. 6).

Объем пирамиды, построенной на векторах a , b , c :

.
6

1
cbaVnup ⋅⋅= (1.22)

Eсли  векторы  a ,  b   и  c   заданы  своими  координатами

}, , ,{ zyx aaaa =  }, , ,{ zyx bbbb =  }, , ,{ zyx сссс =  то

.

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

сba =⋅⋅ (1.23)

Рис. 6

c

b

a
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Свойства смешанного произведения:
1. Смешанное  произведение  не  меняется,  если  переставлять

перемножаемые векторы в круговом порядке

 baсaсbсba ⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅

2. От перестановки любых двух векторов смешанное произведе-
ние меняет знак

.cabbcacba ⋅⋅−=⋅⋅−=⋅⋅

3. Если векторы  a , b  и c   компланарны (то есть все три век-
тора лежат в одной и той же плоскости), то

.0=⋅⋅ сba

Пример 1.15. Найти объем пирамиды, построенной на векто-

рах .}1 ;2 ;1{  },2 ;1 ;3{  },3 ;2 ;1{ −=−== cbа

Найдем смешанное произведение векторов:

.ед.) (куб.  
3

14
28

6

1

6

1

;2873)5(–2–)3(1
121
213
321

=⋅=⋅⋅=

=⋅+⋅−⋅=
−

−=⋅⋅

cbaV

сba

nup

1.3. Аналитическая геометрия
1.3.1. Аналитическая геометрия на плоскости

Если на плоскости произвольно взята декартова система ко-
ординат, то всякое уравнение первой степени относительно теку-
щих координат х и y

Ax + By + С = 0, (1.24)

где А и B одновременно не равны нулю, определяет прямую в этой
системе координат.

Верно и обратное утверждение: в декартовой системе коорди-
нат всякая прямая может быть представлена уравнением первой
степени вида (1.24).

Уравнение (1.24) называется общим уравнением прямой.
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Частные  случаи  уравнения  (1.24)  приведены  в  следующей
таблице.

Значения Уравнение Положение
коэффициентов прямой прямой

1 С = 0 Ax + By = 0 Прямая проходит через
начало координат.

2 А = 0 y = b, где 
B

С
b −= Прямая параллельна оси Ох.

3 B = 0 x = a, где 
А

С
a −= Прямая параллельна оси Оy.

4 A = C = 0 y = 0 Прямая совпадает с осью Ох.

5 B = C = 0 x = 0 Прямая совпадает с осью Оy.

Углом  наклона  прямой  к  оси  Ох  называется  наименьший
угол ϕ, на который нужно повернуть в положительном направ-
лении ось абсцисс до ее совпадения с данной прямой. Направле-
ние любой прямой характеризуется ее угловым коэффициентом
k, который определяется как тангенс угла наклона ϕ этой пря-
мой к оси Ох, т.е.

k = tg ϕ .

Исключение составляет только лишь прямая, перпендикулярная
оси Ох, которая не имеет углового коэффициента.

Уравнение прямой, имеющей угловой коэффициент k и пере-
секающей ось Оy в точке, ордината которой равна b (начальная
ордината), записывается в виде:

y = kx + b. (1.25)

Угловой коэффициент k прямой, заданной общим уравнени-
ем Ax + By + С= 0, находится как коэффициент при х в выра-
жении у через х:

.
B

A
k −=
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Угловой  коэффициент  k  прямой,  заданной  двумя  точками
А(xA; yA) и B(xB; yB), вычисляется по формуле

.
BA

BA
AB xx

yy
k

−
−= (1.26)

Уравнением прямой в отрезках называется уравнение вида:

,1=+
b

y

a

x
(1.27)

где  а  и  b  —  соответственно  абсцисса  и  ордината  точек  пере-
сечения  прямой  с  осями  Ох  и  Оy,  т.е.  длины  отрезков,  отсека-
емых  прямой  на  координатных  осях,  взятые  с  определенными
знаками.

Уравнение прямой, проходящей через точку А(xA; yA) и имею-
щей угловой коэффициент k, записывается в виде:

y — yA = k (x – xA). (1.28)

Пучком прямых называется совокупность прямых плоскости,
проходящих через одну и ту же точку А — центр пучка. Уравне-
ние (1.28) можно рассматривать как уравнение пучка прямых,
поскольку любая прямая пучка может быть получены из уравне-
ния (1) при соответствующем значении углового коэффициента k.
Исключение составляет лишь одна прямая пучка, которая парал-
лельна оси Оy — ее уравнение х = xA.

Уравнение  прямой,  проходящей  через  две  данные  точки
А(xA; yA) и B(xB; yB), имеет вид:

.
AB

A

AB

A

yy
yy

xx
xx

−
−=

−
−

(1.29)

Если  точки  A  и  B  определяют  прямую,  параллельную  оси
Ох (yA = yB) или оси Оy (xA = хB), то уравнение такой прямой за-
писывается соответственно в виде:

y = yA   или   x = хA. (1.30)
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Условия пересечения, параллельности или совпадения двух
прямых, заданными своими общими уравнениями

A1x + B1y + C1 = 0   и   A2x + B2y + C2 = 0,

приведены в следующей таблице.

.Совпадение

.остьПараллельн

.еПересечени

ловие        Ус
прямых иерасположен

 Взаимное          

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B
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А

C

C

B

B

A

А

B

B

A

А

==

≠=

≠

(1.31)

Если известны угловые коэффициенты k1 и k2 прямых, то ус-
ловие параллельности этих прямых состоит в равенстве их угло-
вых коэффициентов: k1 = k2.

Условие перпендикулярности двух прямых, угловые коэффи-
циенты которых соответственно равны k1 и k2, состоит в выпол-
нении соотношения

k1k2 + 1 = 0
или

,
1

2
1 k

k −= (1.32)

т.е. угловые коэффициенты этих прямых обратны по абсолютной
величине и противоположны по знаку.

Под углом между двумя прямыми понимается один из двух
смежных углов, образованных при их пересечении. Тангенс угла ϕ
между двумя прямыми, угловые коэффициенты которых соответ-
ственно равны k1 и k2, вычисляется по формуле

, 
1 

tg
21

12

kk

kk

+
−

±=ϕ (1.33)

причем  знак  «плюс»  соответствует  острому  углу  ϕ,  а  знак
«минус» — тупому.
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Уравнение окружности с центром в точке S(a; b) и радиусом r
имеем вид:

(x – a)2 + (y – b)2 = r2. (1.34)

Это каноническое уравнение окружности (рис. 7).

Уравнение второй степени относительно текущих координат
х и у является уравнением окружности тогда и только тогда, ког-
да в этом уравнении коэффициенты при квадратах координат рав-
ны, а член с произведением координат отсутствует. Таким обра-
зом, это уравнение имеет вид:

Ax2 + Вy2 + Cx + Dy + F = 0. (1.35)

В этом случае говорят, что окружность задана общим уравне-
нием.

Для определения координат центра и радиуса окружности,
заданной общим уравнением, надо с помощью тождественных пре-
образований уравнение (1.35) привести к виду (1.34).

Эллипс есть геометрическое место точек, сумма расстояний
которых от двух фиксированных точек, называемых фокусами
эллипса, есть величина постоянная (2а), большая, чем расстояние
между фокусами (2с).

Простейшее уравнение эллипса получается, если расположить
координатную систему следующим образом: за ось Оx принять
прямую, проходящую через фокусы F1 и F2, а за ось Оу — перпен-

Рис. 7

S(a; b)

0

r

x

y

•



44

дикуляр к оси абсцисс в середине отрезка F1F2 (рис. 8). Тогда урав-
нение эллипса примет вид:

,1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
(1.36)

где b2 = a2 – c2.

Точки А1 и А2, B1 и B2 пересечения эллипса с его осями сим-
метрии (координатными осями) называются вершинами эллипса.
Отрезки А1А2 = 2а и B1B2 = 2b называются осями эллипса, причем
А1А2 — большой осью, а B1B2 — малой осью, так как a > b. Таким
образом, параметры a и b, входящие в уравнение эллипса, равны
его полуосям.

Эксцентриситетом эллипса называется отношение расстояния
между фокусами к его большой оси, т.е.

.
a

c
e = (1.37)

Очевидно, что е < 1.
Если эллипс, определяемый уравнением вида (1.36), располо-

жен так, что его фокусы лежат на оси Оу (рис. 9), то тогда b > а и
уже большой осью будет отрезок B1B2 = 2b, а малой осью — отре-
зок А1А2 = 2а. Эксцентриситет такого эллипса вычисляется по
формуле

,
b

c
e = (1.38)

где .22 abc −=

Рис. 8
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Гиперболой называется геометрическое место точек, абсолют-
ная величина разности расстояний которых от двух данных то-
чек, называемых фокусами, есть величина постоянная (2а), мень-
шая, чем расстояние между фокусами (2с).

Простейшее уравнение гиперболы получается, если располо-
жить координатную систему следующим образом: за ось Ох при-
нять прямую, проходящую через фокусы F1 и F2, а за ось Оу —
перпендикуляр в середине отрезка F1F2 (рис. 10). Тогда уравнение
гиперболы примет вид:

,1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x
(1.39)

где b2 = с2 – а2.

Гипербола имеет две оси симметрии (координатные оси), с
одной из которых (осью абсцисс) она пересекается в двух точках
А1 и А2, называемых вершинами гиперболы. Отрезок А1А2 назы-
вается действительной осью гиперболы, а отрезок B1B2 — мни-
мой осью гиперболы.

Таким образом, параметры a и b, входящие в уравнение ги-
перболы, равны ее полуосям.

Эксцентриситетом гиперболы называется отношение рассто-
яния между фокусами к ее действительной оси:

.
a

c
e = (1.40)

Очевидно, что e > 1.

Рис. 10
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Гипербола имеет две асимптоты, уравнения которых

x
a

b
y =

и (1.41)

x
a

b
y −=

Если мнимая ось гиперболы направлена по оси Ох и имеет
длину 2а, а действительная ось длиной 2b направлена по оси Оу,
то уравнение гиперболы (рис. 11) имеет вид:

.1
2

2

2

2

=+−
b

y

a

x
(1.42)

Эксцентриситет такой гиперболы вычисляется по формуле

.
b

c
e =

Ее асимптоты те же, что и у гиперболы (1.39).
Гиперболы (1.39) и (1.42) называются сопряженными.
Гипербола называется равносторонней, если ее действитель-

ные и мнимые оси равны, т.е. а = b. Простейшее уравнение равно-
сторонней гиперболы имеет вид:

x2 – y2 = а2 (1.43)
или

– x2 + y2 = а2.

Рис. 11
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Параболой называется геометрическое место точек, равноуда-
ленных от данной точки, называемой фокусом, и данной прямой,
называемой директрисой параболы.

Величина р, равная расстоянию от фокуса до директрисы, на-
зывается параметром параболы; прямая, проходящая через фокус
параболы   перпендикулярно   ее   директрисе,   называется   осью,
а точка пересечения параболы с ее осью — вершиной параболы.

Простейшее уравнение параболы получается, если координат-
ная система расположена следующим образом: за одну из коорди-
натных осей берется ось параболы, а за другую — прямая, пер-
пендикулярная оси параболы и проведенная посредине между
фокусом и директрисой.

Тогда уравнение параболы примет вид:

y2 = 2px (рис. 12); (1.44)
y2 = –2px (рис. 13); (1.45)
x2 = 2pу (рис. 14); (1.46)
x2 = –2pу (рис. 15). (1.47)

Рис. 14 Рис. 15

Рис. 13Рис. 12
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Уравнение

y = ax2 + bx + c     (a ≠ 0) (1.48)

определяет   параболу,   ось   которой   перпендикулярна   оси
абсцисс.

Аналогично, уравнение

x = my2 + ny + p     (m ≠ 0) (1.49)

определяет    параболу,    ось    которой    перпендикулярна    оси
ординат.

Уравнения (1.48) и (1.49) приводятся к простейшему виду (1.44 —
1.47) путем тождественных преобразований с последующим па-
раллельным переносом координатной системы.

Пример 1.16. Даны вершины А (2; 1), В (6; 3), C (4; 5) треуголь-
ника. Найти: 1) длину стороны АВ; 2) внутренний угол А в радиа-
нах с точностью до 0,01; 3) уравнение высоты, проведенной через
вершину С; 4) уравнение медианы, проведенной через вершину С;
5) точку пересечения высот треугольника; 6) длину высоты, опу-
щенной из вершины С; 7) систему линейных неравенств, опреде-
ляющую внутреннюю область треугольника. Сделать чертеж.

Решение.
Делаем чертеж (рис. 16).

Рис. 16
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1. Длину стороны АВ находим как расстояние между двумя
точками А и В.

.5220416)13()26(

)()(

22

22

==+=−+−=

=−+−= ABAB yyxxAB

2. Для определения внутреннего угла А найдем уравнение пря-
мой АС:
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отсюда 2х – у – 3 = 0 или у = 2х – 3 и угловой коэффициент прямой
АС равен: kAC = 2; далее находим уравнение прямой АВ:
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Находим угол А
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kk
A

отсюда

 ∠ А = 36°52′11″ = 0,64 радиан.

3. Уравнение  высоты,  проведенной  через  вершину  С,  ищем
в виде y – yC = kCD (x – xC) и так как СD ⊥  прямой АВ, то

.2
5,0

11 −=−=−=
AB

CD k
k

Тогда

у – 5 = –2(х – 4),   или   2х + у – 13 = 0,   или   у = –2х + 13.
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4. Для определения уравнения медианы СМ находим коорди-
наты точки М, которая делит прямую АВ пополам
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Уравнение прямой СМ ищем в виде:
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а это означает, что уравнение медианы имеет вид х = 4, т.е. пря-
мая СМ ⊥  Ох.

5. Точку пересечения высот треугольника найдем как точку К
пересечения высот СD и ВК.

Находим уравнение высоты ВК:

y –yB = kBK (x – xB),   или   ),(
1

B
AC

B xx
k

yy −−=−

или ),6(
2

1
3 −−=− xy   или   x + 2y – 12 = 0.

Решаем систему уравнений, описывающих прямые СD и ВК:
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6. Для нахождения длины высоты СD запишем нормальное
уравнение прямой АВ:
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Тогда
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7. Находим систему линейных неравенств, определяющих внут-
реннюю область треугольника.

Найдем уравнение прямой ВС:
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  или   x + y – 9 = 0.

Итак: x – 2y = 0 — уравнение АВ;
2x – y – 3 = 0 — уравнение АС;
x + y – 9 = 0 — уравнение BС.

Берем любую точку, лежащую внутри треугольника, напри-
мер, (4; 3) и подставляем ее координаты в левую часть уравнений
прямых:

4 – 2 · 3 = –2 < 0; 2 · 4 –3 – 3 = 2 > 0; 4 + 3 – 9 = –2 < 0,

следовательно, система неравенств имеет вид:
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     ,02
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Пример 1.17. Составить уравнение прямой l, проходящей че-
рез точку А (2; –4) и отстоящей от начала координат на расстоя-
нии, равном 2 единицам.

Решение. Пусть уравнение искомой прямой имеет вид:

y – yA = k(x – xA),

или

y + 4 = k(x – 2),

или

kx – y – (4 + 2k) = 0. (*)



52

Для определения углового коэффициента k этой прямой вос-
пользуемся тем, что она отстоит от начала координат на расстоя-
нии,  равном  2  единицам.  Найдем  это  расстояние  непосред-
ственно. Уравнение перпендикуляра, опущенного из начала ко-

ординат на прямую kx – y – (2 + 4k) = 0, имеет вид ,
1

x
k

y −=

или x + ky = 0. Решив совместно уравнения этих двух прямых
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Отсюда находим расстояние от начала координат до прямой l:
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С другой стороны, по условию ОС = 2. Таким образом, полу-
чаем уравнение для нахождения углового коэффициента k иско-
мой прямой l:
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откуда  
4

3−=k . Таким образом, подставляя найденное значение

4

3−=k  в уравнение (*), получаем уравнение прямой:
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или окончательно,

3х + 4у + 10 = 0.
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В заключение отметим, что отыскивая уравнение прямой l в
виде y – yA = k(x – xA),  мы предполагали тем самым, что эта пря-
мая не параллельна оси ординат. Но очевидно, что прямая х = 2
(параллельная оси Оу) также удовлетворяет условию задачи, так
как она проходит через точку А (2; –4) и отстоит от начала коор-
динат на расстоянии, равном 2 единицам (рис. 17).

Пример 1.18.  Составить  уравнения прямых, параллельных
прямой  3х + 4у – 1 = 0 (l)  и  отстоящих  от  нее  на  расстоянии
равном 1.

Решение. Уравнение каждой из прямых будем искать в виде
у = kx + b. Так как искомая прямая параллельна прямой l, то ее

угловой коэффициент 
4

3−=k  и, следовательно, ее уравнение при-

нимает вид:

bxy +−=
4

3

или
3х + 4у – 4b = 0. (*)

Для  отыскания  параметра  b  воспользуемся  тем,  что  рассто-
яние  от  любой  точки  прямой  l,  например,  от  точки  А (3; –2)
до  прямой  (*)  согласно  условию  равно  1.  Но  это  расстояние
может быть вычислено и непосредственно. Запишем для этого

Рис. 17

К

02 x

y

•

•

А(2; –4)
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уравнение прямой h, проведенной из точки А перпендикулярно
прямой l:

)3(
3

4
2 −=+ xy  или 4х –3у – 18 = 0.

Решив, далее, совместно уравнения прямых h и l





=−+
=−−

,0443
,01834

byx
yx

найдем координаты точки В их пересечения:

.
25

5416
  ,

25

1272 −=+= b
y

b
x BB

Тогда искомое расстояние равно длине отрезка АВ:

.
25

)416()312(

2
25

5416
3

25

1272

)()(

22

22

22

−+−
=

=




 +−+





 −+=

=−+−=

bb

bb

yyxxAB ABAB

Приравнивая это выражение единице, получим уравнение отно-
сительно b:

1
25

)416()312( 22

=
−+− bb

или

(12b – 3)2 + (16b – 4)2 = 252

и окончательно
2b2 – b – 3 = 0.

Решения этого уравнения таковы: .1  ,
2

3
21 −== bb Подставляя по-
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лученные значения b в уравнение (*), запишем уравнения иско-
мых прямых:

3x + 4y – 6 = 0    и    3x + 4y + 4 = 0.

Пример 1.19.  Составить  уравнение  линии,  расстояние  каж-
дой точки которой от точки F (8; 0) вдвое больше, чем от прямой
х – 2 = 0. Сделать чертеж.

Пусть М(х; у) — текущая точка линии. По условию задачи
MF = 2MN.

Тогда

.)()2(2)0()8(

;)()(2)()(

2222

2222

yyxyx

yyxxyyxx NMNMFMFM

−+−=−+−

−+−=−+−

Возводя в квадрат и раскрывая скобки, получим

или 3x2 – y2 = 48, или .1
4816

22

=− yx

Это есть каноническое уравнение гиперболы (рис. 18).

Рис. 18

0 x

y

F(8; 0)
•

2

••
N(2; y)

M(x; y)
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Пример 1.20. Составить уравнение линии, каждая точка кото-
рой равноудалена от точки F (0; – 4) и от прямой y + 2 = 0.

Сделать чертеж.
Если M(x; y) есть текущая точка линии, то по условию задачи

MF = MN  или

.)()()()( 2222
FMFMNMNM yyxxyyxx −+−=−+−

Подставляя      координаты      точек       =++− 22 )4()0( yx

22 )2()( ++−= yxx и возводя в квадрат, после преобразований

получаем:

х2 = – 4y – 12   или  х2 = – 4(y + 3).

Получили уравнение параболы (рис. 19).

Рис. 19

0

y

x

–2 •

•
•

y + 2 = 0 N( x; –2)

M( x; y)
F(0;–4)
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1.3.2. Аналитическая геометрия
в пространстве

Плоскость.
1. Всякая  плоскость  в  координатном  пространстве  OXYZ

имеет векторное  уравнение  следующего  вида:  .pnr =⋅   Здесь

kzjyixr ++=  — радиус-вектор  текущей  точки  плоскости

M(x, y, z); γβα coscoscos kjin ++=   — единичный вектор, имею-
щий направление перпендикуляра, опущенного на плоскость из
начала координат, α, β, γ — углы, образованные этим перпенди-
куляром с осями координат OX, OY, OZ, и р — длина этого пер-
пендикуляра.

При  переходе  к  координатам  это  уравнение  принимает  вид
xcos α + ycos β + zcos γ – p = 0 (нормальное уравнение плоскости).

2. Уравнение  всякой  плоскости  может  быть  записано  также
в виде  Ах + Bу +Cz + D = 0 (общее уравнение). Здесь А, B, C
можно  рассматривать  как  координаты  некоторого  вектора

,kCjBAN ++= ι перпендикулярного к плоскости. Для приведения
общего уравнения плоскости к нормальному виду все члены урав-
нения надо умножить на нормирующий множитель

,
11

222 CBAN ++
±=±=µ

где знак перед радикалом противоположен знаку свободного чле-
на D в общем уравнении плоскости.

3. Частные случаи расположения плоскости, определяемой
уравнением Ах + Bу +Cz + D = 0:

А = 0; плоскость параллельна оси ОХ;
B = 0; плоскость параллельна оси ОY;
C = 0; плоскость параллельна оси ОZ;
D = 0; плоскость проходит через начало координат;
А = B = 0; плоскость перпендикулярна оси ОZ (параллельна

плоскости ХОY);
А = С = 0; плоскость перпендикулярна оси ОY (параллельна

плоскости ХОZ);
B = C = 0; плоскость перпендикулярна оси ОX (параллельна

плоскости YОZ);
А = D = 0; плоскость проходит через ось ОХ;
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В = D = 0; плоскость проходит через ось ОY;
C = D = 0; плоскость проходит через ось ОZ;
А = B = D = 0; плоскость совпадает с плоскостью ХОY (z = 0);
А = C = D = 0; плоскость совпадает с плоскостью ХОZ (y = 0);
B = C = D = 0; плоскость совпадает с плоскостью YOZ (x = 0).
Если  в  общем  уравнении  Ах + Bу +Cz + D = 0  коэффициент

D ≠ 0, то, разделив все члены уравнения на  – D, можно уравнение

плоскости привести к виду 1=++
c

z

b

y

a

x
 , ,  здесь

B

D
b

A

D
a −=


 −=

.

−=

C

D
c  Это уравнение плоскости называется уравнением в от-

резках: в нем а — абсцисса точки пересечения плоскости с осью
ОХ, b и c — соответственно ордината и аппликата точек пересече-
ния плоскости с осями ОY и ОZ.

4. Угол   ϕ   между   плоскостями   А1х  +  B1у  + C1z  +  D1  =  0
и А2х + B2у +C2z + D2 = 0 определяется по формуле

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
CBACBA

CCBBAA

++++

++
=ϕ .

Условие параллельности плоскостей:

.
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A ==

Условие перпендикулярности плоскостей:

А1А2 + B1B2 + С1С2 = 0.

5. Расстояние от точки М0(х0; y0; z0) до плоскости, определяе-
мой уравнением Ах + Bу +Cz + D = 0, находится по формуле

.  
222

000

CBA

DCzByAx
d

++

+++
=

Оно  равно  взятому  по  абсолютной  величине  результату
подстановки координат точки в нормальное уравнение плоско-
сти; знак результата этой подстановки характеризует взаимное



59

расположение  точки  М0  и  начала  координат  относительно
данной  плоскости:  этот  знак  положителен,  если  точка  М0

и начало  координат  расположены  по  разные  стороны  от
плоскости, и отрицателен, если они расположены по одну сторо-
ну от плоскости.

6. Уравнение плоскости, проходящей через точку М0(х0; y0; z0)

и  перпендикулярной  к  вектору  ,kCjBiAN ++=   имеет  вид
А(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0. При произвольных А, В и С
последнее уравнение определяет некоторую плоскость, принадле-
жащую к связке плоскостей, проходящих через точку М0. Его ча-
сто поэтому называют уравнением связки плоскостей.

7. Уравнение А1х + B1у +C1z + D1 + λ(А2х + B2у +C2z + D2) = 0
при произвольном λ определяет некоторую плоскость, проходя-
щую через прямую, по которой пересекаются плоскости, опреде-
ляемые уравнениями

А1х + B1у +C1z + D1 = 0      (I)
и

А2х + B2у +C2z + D2 = 0     (II), т.е.

некоторую  плоскость,  принадлежащую  пучку  плоскостей,  про-
ходящих  через  эту  прямую  (в  силу  чего  такое  уравнение  часто
называют  уравнением  пучка  плоскостей).  Если  плоскости,  опре-
деляемые уравнениями I и II, параллельны, то пучок плоскостей
превращается в совокупность плоскостей, параллельных этим плос-
костям.

8. Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точ-

ки   ),( 11 rM   ),( 22 rM   )( 33 rM    ; ( 1111 kzjyixr ++=   ; 2222 kzjyixr ++=
), 3333 kzjyixr ++=  проще всего найти из условия компланарнос-

ти векторов  ,  ,  , 13121 rrrrrr −−−   где   kzjyixr ++= — радиус-вектор
текущей точки искомой плоскости М:

  ,0)()()( 13121 =−−− rrrrrr

или в координатной форме:

.0  

131313

121212

111
=

−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx
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Пример 1.21.   Составить   уравнение   плоскости,   проходя-
щей   через    линию    пересечения    плоскостей    x + y + 5z – 1 = 0,
2x + 3y – z + 2 = 0  и  через  точку  М(3, 2, 1).

Решение. Воспользуемся уравнением пучка плоскостей

x + y + 5z – 1 + λ(2x +3y – z + 2) = 0.

Значение λ определяем из условия, что координаты точки М
должны удовлетворять этому уравнению:

3 + 2 + 5 – 1 + λ(6 + 6 – 1 + 2) = 9 + 13λ = 0,

.
13

9−=λ

Получаем искомое уравнение в виде:

0)232(
13

9
15 =+−+−−++ zyxzyx

или, умножая на 13 и приводя подобные члены, в виде:

5x + 14y –74z + 31 = 0.

Пример  1.22.  Составить  уравнение  плоскости,  проходящей
через    линию    пересечения    плоскостей    x  +  3y  +  5z  –  4  =  0
и  x – y – 2z + 7 = 0  и  параллельной  оси оу.

Решение.  Воспользуемся  уравнением  пучка x + 3y + 5z – 4 +
+ λ (x – y – 2z + 7) = 0,      преобразуем      уравнение      к      виду
(1 + λ)х + (3 –λ)у + (5 – 2λ)z + (7λ – 4) = 0.

Так как искомая плоскость параллельна оси ординат, то ко-
эффициент при у должен равняться нулю, т.е. 3 – λ = 0, λ = 3. Под-
ставив значение λ в уравнение пучка, получаем

4x – z + 17 = 0.

Пример 1.23. Найти уравнение плоскости, проходящей через
точки  М (2;   –1;   4)  и  N(3;  2;  –1)  перпендикулярно  к  плоскости
x + y + z – 3 = 0.

Решение. Воспользуемся уравнением плоскости, проходящей
через первую из данных точек:

А(х – 2) + B(у + 1) + C(z – 4) = 0.
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Условие прохождения этой плоскости через вторую точку и
условие перпендикулярности определяются равенствами:

А + 3В – 5С = 0,
А + В + С = 0.

Исключая коэффициенты А, B и C из системы уравнений







=++
=−+

=−+++−

,0
,053

,0)4()1()2(

CBA
CBA

zCyBxA

получаем искомое уравнение в виде:

0  
111
5–31

 412
  =

−+− zyx

или
4x – 3у – z – 7 = 0.

Пример 1.24. Из точки P(2; 3; –5) на координатные плоскости
опущены перпендикуляры. Найти уравнение плоскости, прохо-
дящей через их основания.

Решение. Основаниями перпендикуляров, опущенных на коор-
динатные плоскости, будут следующие точки М1(2; 3; 0), М2(2; 0; –5),
М3(0; 3; –5). Напишем уравнение плоскости, проходящей через
точки М1, М2, М3, для чего воспользуемся уравнением

;0  

131313

121212

111
=

−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

находим

0   
5–02–
5–3–0

32
  =

−− zyx

или
15x + 10y – 6z – 60 = 0.
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Пример   1.25.   Составить   уравнение   плоскости,   проходя-
щей   через   точку   М (2;  3;  5)   и   перпендикулярной   к   вектору

.234 kjiN ++=

Решение. Достаточно воспользоваться уравнением плоскости,
проходящей через данную точку и перпендикулярной к данному
вектору:

4(х – 2) + 3(у – 3) + 2(z – 5) = 0,    т.е.    4x + 3y + 2z – 27 = 0.

Прямая.
1. Прямая может быть задана уравнениями 2-х плоскостей





=+++
=+++

,0
0

2222

1111
DzCyBxА
DzCyBxА

пересекающихся по этой прямой.

2. Исключив поочередно х и у из предыдущих уравнений, по-
лучим уравнения х = аz + c,  у = bz + d. Здесь прямая определена
двумя плоскостями, проектирующими ее на плоскости хoz и yoz.

3. Если даны две точки М(x1, y1, z1) и N(x2, y2, z2), то уравне-
ния прямой, проходящей через них, будут иметь вид:

.
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−
−=

−
−=

−
−

4. Так называемые канонические уравнения =
−

=
−

m

yy

l

xx 11

n

zz 1−
=  определяют прямую, проходящую через точку М(x1, y1, z1)

и параллельную вектору knjmilS ++= . В частности, эти уравне-
ния могут быть записаны в виде:

,
coscoscos

111

γβα
zzyyxx −=−=−

где α, β и γ — углы, образованные прямой с осями координат.
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Направляющие косинусы прямой находятся по формулам

.cos  ,cos  ,cos
222222222 nml

n

nml

m

nml

l

++
=

++
=

++
= γβα

5. От канонических уравнений прямой, вводя параметр t, не-
трудно перейти к параметрическим уравнениям прямой:

.

1

1

1







+=
+=

+=

zntz
ymty

xltx

6. Угол между двумя прямыми, заданными их каноническими

уравнениями 
1

1

1

1

1

1

n

zz

m

yy

l

xx −=−=−
 и 

2

2

2

2

2

2

n

zz

m

yy

l

xx −=−=−
 опре-

деляется по формуле

;cos
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

nmlnml

nnmmll

++⋅++

++
=ϕ

условие параллельности двух прямых:

;
2

1

2

1

2

1

n

n

m

m

l

l ==

перпендикулярности двух прямых:

l1l2 + m1m2 + n1n2 = 0.

7. Необходимое и достаточное условие расположения двух
прямых, заданных их каноническими уравнениями, в одной плос-
кости (условие компланарности двух прямых):

.0  
 

  

222

111

121212
=

−−−

nml
nml

zzyyxx

Если величины l1, m1, n1 непропорциональны величинам l2, m2,
n2, то указанное соотношение является необходимым и достаточ-
ным условием пересечения двух прямых в пространстве.
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8. Угол пересечения прямой 
n

zz

m

yy

l

xx 111 −
=

−
=

−
 с плоскостью

Ах + Bу + Cz + D = 0  определяется по формуле

,sin
222222 nmlCBA

CnBmAl

++++

++=ϕ

условие параллельности прямой и плоскости:

Аl + Bm + Cn = 0,

условие перпендикулярности прямой и плоскости:

.
n

C

m

B

l

А ==

9. Для определения точки пересечения прямой =
−

=
−

m

yy

l

xx 00

n

zz 0−
=  с плоскостью Ах + Bу + Cz + D = 0 нужно решить совмес-

тно их уравнения, для чего следует воспользоваться параметри-
ческими уравнениями прямой x = lt + x0,  y = mt + y0,  z = nt + z0:

а) если Аl + Bm + Cn ≠ 0, то прямая пересекает плоскость в
одной точке;

б) если Аl + Bm + Cn = 0 и Ах0 + Bу0 + Cz0 + D ≠ 0, то прямая
параллельна плоскости;

в) если Аl + Bm + Cn = 0 и Ах0 + Bу0 + Cz0 + D = 0, то прямая
лежит в плоскости.

Пример 1.26. Привести к каноническому виду уравнения пря-
мой 2х – y + 3z – 1 = 0   и   5х + 4y – z – 7 = 0.

Решение. Исключив вначале y, а затем z, получим:

13х +11z – 11 = 0    и    17х + 11y – 22 = 0.

Если разрешим каждое из уравнений относительно х, то бу-
дем иметь:

,
13

)1(11

17

)2(11

−
−=

−
−= zy

x

отсюда

.
13

1

17

2

11

−=−=
−

zyx
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Второй способ: найдем вектор ,knjmilS ++=  параллельный
искомой прямой. Так как он должен быть перпендикулярен к нор-

мальным  векторам  заданных  плоскостей  kjiN 321 +−=   и

,452 kjiN −+=  то за него можно принять векторное произведение

векторов 1N   и   .2N

.131711 
145
312 21 kji
kji

NNS ++−=
−

−=×=

Таким образом, l = –11; m = 17; n = 13.
За точку М1(x1, y1, z1), через которую проходит искомая пря-

мая, можно принять точку пересечения ее с любой из координат-
ных  плоскостей,  например  с  плоскостью  yoz.  Так как  при  этом
x1 = 0, то координаты у1 и z1 этой точки определятся из системы
уравнений заданных плоскостей, если в них положить х = 0:





=−−
=−+−

.074
,013

zy
zy

Решая эту систему, находим  y1 = 2;  z1 = 1.
Итак, искомая прямая определяется уравнениями:

13

1

17

2

11

−=−=
−

zyx
.

Мы получили прежний ответ.

Пример 1.27. Построить прямую

2х + 3y + 3z – 9 = 0,
4х + 2y + z – 8 = 0.

Решение. Искомую прямую можно построить как линию пере-
сечения плоскостей. Для этого напишем уравнения плоскостей,
которыми определена прямая, в отрезках на осях:

.1
842

,1
335,4

=++

=++

zyx

zyx
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Построив данные плоскости, мы получим искомую прямую как
линию пересечения этих плоскостей (рис. 20).

Пример 1.28. Из начала координат опустить перпендикуляр
на прямую

.
1

3

3

1

2

2 −=−=− zyx

Решение.  Составим  уравнение  плоскости,  проходящей  через
начало    координат    и    перпендикулярной    заданной    прямой:
2х + 3y + z = 0. (Для этой плоскости можно принять А = l; B = m;
C = n; D = 0; использовано условие перпендикулярности прямой и
плоскости, см. п. 8 введения к настоящему разделу).

Найдем точку пересечения этой плоскости и данной прямой.
Параметрические уравнения прямой имеют вид:

x = 2t + 2,

y = 3t + 1,

z = t + 3.

Для определения t имеем уравнение:

2(2t + 2) + 3(3t + 1) + t + 3 = 0.

Рис. 20

0

z

y

x
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Следовательно, 
7

5−=t . Координатами точки пересечения будут:

,
7

4=x  ,
7

8−=y  ,
7

16=z  т.е.  .
7

16
  ;

7

8
  ;

7

4





 −M

Остается составить уравнения прямой, проходящей через на-
чало координат и через точку М (см. п. 3 введения к настоящему
разделу):

 

7
16

7
8

7
4

zyx =
−

=
  или  .

421
 

zyx =
−

=

Пример 1.29. В уравнениях прямой 
n

zyx =
−

=
32

 определить

параметр  n  так,  чтобы  эта  прямая  пересекалась  с  прямой

,
12

5

3

1 zyx =+=+
 и найти точку их пересечения.

Решение. Для нахождения параметра n используем условие
пересечения 2-х прямых:

.0  
 

  

222

111

010101
=

−−−

nml
nml

zzyyxx

Отсюда следует:

0   
 32
 123
 051

 =
− n

или

2n + 10 + 3 – 15n = 0,    13n = 13,    n = 1.

Следовательно, уравнения пересекающихся прямых таковы:

искомой:
,

132

zyx =
−

=

заданной:

.
12

5

3

1 zyx =+=+
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Для вычисления координат точки пересечения этих прямых
выразим из первого уравнения х и у через z: х = 2z, у = –3z. Под-

ставляя их значения в равенство ,
2

5

3

1 +=+ yx
 имеем ,

2

53

3

12 +−=+ zz

отсюда z = 1. Зная z, находим х и у: х = 2z = 2, y = –3z = –3.
Следовательно М(2; –3; 1).

Пример 1.30. Прямая задана каноническими уравнениями

.
1

3

5

1

3

2

−
−=+=− zyx

Составить общие уравнения этой прямой.
Решение. Канонические уравнения прямой можно записать в

виде системы двух независимых уравнений:

  

.0113
,01335

  отсюда  ,
1

3

3

2

,
5

1

3

2














=−+
=−−

−
−

=
−

+
=

−

zx
yxzx

yx

Получили общие уравнения прямой, которая теперь задана
пересечением 2-х плоскостей, одна из которых 5х – 3у – 13 = 0
параллельна оси Oz, а другая х + 3z – 11 = 0 параллельна оси Oy.

Пример 1.31. Найти координаты точки М, делящей попалам
отрезок прямой

,
1

3

5

1

3

2

−
−=+=− zyx

заключенный между плоскостями хоz и xоy.
Решение. Найдем точку А пересечения прямой с плоскостью

хоz, полагая в уравнениях прямой y = 0. Тогда получим:










=
−
−

=−

−
−==−

,
5

1

1

3

,
5

1

3

2

   или,
1

3

5

1

3

2
z

x
zx

отсюда   x = 2,6;   z = 2,8. Тогда А(2,6; 0; 2,8).
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Аналогично, полагая в уравнениях прямой z = 0, найдем ко-
ординаты точки В пересечения прямой с плоскостью хоy:










=+

=−

=+=−

,3
5

1

,3
3

2

или3
5

1

3

2
y

x
yx

отсюда x = 11, y = 14, или B(11; 14; 0).
Определяем   координаты   точки М,   делящей   отрезок   АВ

пополам:

.4,1
2

08,2

2

;7
2

140

2

;8,6
2

116,2

2

=+=+=

=+=+=

=+=+=

BA
M

BA
M

BA
M

zz
z

yy
y

xx
x

Следовательно,   координаты   искомой   точки  М   будут:
М(6,8; 7; 1,4).

Пример 1.32. Составить уравнение плоскости, проходящей
через прямую





=+++
=+++

,0434  
,06523

zyx
zyx

параллельной прямой

.
3

1

2

5

3

1

−
+=−=− zyx

Решение. Составим уравнение пучка плоскостей, проходящих
через первую из данных прямых:

α (3x + 2y + 5z + 6) + β(x + 4y + 3z + 4) = 0,

которое делим на α ≠ 0, и пусть β /α = λ:

3x + 2y + 5z + 6 + λ(x + 4y + 3z + 4) = 0, или
(3 + λ)x + (2 + 4λ)y + (5 + 3λ)z + (6 + 4λ) = 0.
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В этом пучке нужно выбрать плоскость, параллельную 2-й
данной прямой. Из условия параллельности плоскости и прямой,
имеем:

3(3 + λ) + 2(2 + 4λ) – 3(5 + 3λ) = 0.

Отсюда λ = 1.
Подставляя λ = 1 в уравнение пучка плоскостей, получим:

(3 + 1) · x + (2 + 4 · 1)y + (5 + 3 · 1)z + (6 + 4 · 1) = 0.

Тогда искомое уравнение плоскости будет:

4x + 6y + 8z + 10 = 0  или
2x + 3y + 4z + 5 = 0.

Пример 1.33. Дана прямая

 
.0234 
,042–3





=−−−
=+−

zyx
zyx

Найти ее проекцию на плоскость

5x + 2y + 2z – 7 = 0.

Решение. Нужно найти плоскость, которая проходит через
данную прямую перпендикулярно к данной плоскости; тогда ис-
комая проекция определится как пересечение этой плоскости
с данной.

Составим уравнение пучка плоскостей, проходящих через дан-
ную прямую:

(3x – 2y – z + 4) + λ(x – 4y – 3z – 2) = 0  или

(3 + λ)x – (2 + 4λ)y – (1 + 3λ)z + (4 – 2λ) = 0.

Эта плоскость должна быть перпендикулярной к данной плос-
кости, что можно записать как:

5(3 +λ) – 2(2 + 4λ) – 2(1 + 3λ) = 0,

отсюда λ = 1.
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Тогда уравнение плоскости, проходящей через данную прямую
и перпендикулярной данной плоскости, будет:

(3 + 1)x – (2 + 4 ·1)y – (1 + 3 · 1)z + (4 – 2 · 1) = 0  или

2x – 3y – 2z + 1 = 0.

Проекция данной прямой на данную плоскость определяется
как прямая пересечения плоскостей:

 
.07225
,0123–2





=−++
=+−

zyx
zyx

Запишем эту прямую в каноническом виде. Найдем на прямой
какую-либо точку. Для этого положим, например х0 = 1, и систе-
ма запишется в виде:





=+
=+

.1 
,323

00

00
zy
zy

Отсюда, у0 = 1, z0 = 0, т.е. точка М(1; 1; 0) принадлежит иско-
мой прямой.

Направляющий  вектор  прямой  ) ; ;( nmlS =   найдем  из  того
условия,  что  он  перпендикулярен  нормальным  векторам

)2 ;3 ;2(1 −−=N   и )2 ;2 ;5(2 =N плоскостей, определяющих искомую
прямую.

В  качестве  S   берем  векторное  произведение  векторов  1N

и 2N , т.е.

).19 ;14 ;2(19142  
225
23–2 21 −−=+−−=−=×= kji
kji

NNS

Тогда искомое уравнение в каноническом виде будет:

.
1914

1

2

1 zyx =
−

−=
−
−
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Раздел 2

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

2.1. Функции, предел, непрерывность

Одним из основных понятий математического анализа явля-
ется понятие предела функции.

Определение. Число А называется пределом функции y = f(x)
при x → a, если для любого положительного сколь угодно малого
числа ε существует δ (ε ) > 0 такое, что при 0 < | x – a | < δ (ε )
выполняется неравенство | f(x) – A | < ε. В этом случае пишут

Axf
ax

=
→

)(lim .
При вычислении пределов функций используют следующие

свойства пределов:

1. cc
ax

=
→

lim , где c – const,

2. .lim ax
ax

=
→

3. .)(lim)(lim xfcxcf
axax →→

=

4. Если )(lim xf
ax→

 и )(lim x
ax
ϕ

→
существуют, то

а) ,)(lim)(lim)]()([lim xxfxxf
axaxax
ϕϕ

→→→
±=±

б) ,)(lim)(lim)()(lim xxfxxf
axaxax
ϕϕ

→→→
⋅=⋅

в) ,
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

x

xf

x

xf

ax

ax

ax ϕϕ
→

→
→

=  если ,0)(lim ≠
→

x
ax
ϕ

г) .)(lim)]([lim
)(lim

)(
x

ax

x

ax

axxfxf
ϕ

ϕ →





=

→→
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Для всех основных элементарных функций в любой точке их
области определения  имеет место равенство:

),(lim)(lim afxfxf
axax

=


=
→→

то есть предел функции находят непосредственный подстановкой
предельного значения аргумента.

Пример 2.1.  .011413)143(lim 22

1
=+⋅−⋅=+−

→
xx

x

Однако часто прежде, чем перейти к пределу, приходится про-
водить тождественные преобразования данного выражения.

Пример 2.2. Найти .
3

9
lim

2

3 −
−

→ x

x
x

Здесь предел знаменателя равен нулю:

.0333limlim)3(lim
333

=−=−=−
→→→ xxx

xx

Следовательно, теорему о пределе частного применить нельзя.
Но вблизи от точки x0 = 3 имеем x – 3 ≠ 0 (при x ≠ 3), и поэтому
дробь можно сократить на x – 3, т.е.

.3
3

92

+=
−
−

x
x

x

Последнее равенство имеет место при всех значениях x ≠ 3.
Значит и

).3(lim
3

9
lim

3

2

3
+=

−
−

→→
x

x

x
xx

Но теперь можно применить теорему о пределе суммы, т.е.
окончательно получаем

.6333limlim)3(lim
3

9
lim

333

2

3
=+=+=+=

−
−

→→→→ xxxx
xx

x

x

Соображения о возможности тождественных преобразований
под знаком предела применимы не только в том случае, когда ар-
гумент стремится к конечному пределу x0, но и при x → ∞.
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Пример 2.3. Найти .
1

2
lim

3

3

−
+

∞→ x

xx
x

В этом случае ни числитель, ни знаменатель не имеют преде-
ла, так как оба неограниченно возрастают.

Но если предварительно преобразовать аналитическое выра-
жение под знаком предела, разделив числитель и знаменатель на
x3,  то получим:

.2
01

02
1

1

1
2

1
lim1lim

1
lim2lim

1
1lim

1
2lim

1
1

1
2

lim
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2
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3
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−
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∞
−

∞
+

=
−

+
=

=





 −






 +

=
−

+
=

−
+

∞→∞→

∞→∞→

∞→

∞→

∞→∞→

x

x

x

x

x

x
x

xx

xx

xx

x

x

xx

Пример 2.4.  Найти  
23

132
lim

2

2

0 −−
+−

→ xx

xx
xx

  при:  а) x0 = –1;  б) x0 = 1,

в) x0 = ∞.
а) Подставляем в предел x = x0 = –1.

.3
2

6

2)1()1(3

1)1(3)1(2

23

132
lim

2

2

2

2

1
==

−−−−
+−−−=

−−
+−

−→ xx

xx
x

б) Как  и  в  задаче  2.2  здесь  предел  знаменателя  равен  0  при
x → 1, но в числителе и знаменателе можно выделить множитель
(x – x0) = (x – 1) и тогда имеем:

.
5

1

213

112

23

12
lim

)23)(1(

)12)(1(
lim

23

132
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2

1
=

+⋅
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+−
−−=

−−
+−

→→→ x
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в) Найти .
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132
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2

2

−−
+−

∞→ xx

xx
x
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Если вместо x подставить ∞, то имеем отношение двух беско-

нечно больших величин .






∞
∞

 Тогда и числитель и знаменатель

делим на x2:

.
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2
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=
−−
+−=
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∞
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∞
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xx
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Пример 2.5. Найти .
5

21
lim

5 −
−−=

→ x

x
x

Здесь также имеет место неопределенность .
0

0
 Для разреше-

ния неопределенности умножим числитель и знаменатель дроби
на выражение, сопряженное числителю

.
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1
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)21)(5(

)21)(21(
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Пример 2.6. а) Найти .
5sin

3sin
lim

0 x

x
x→

Преобразуем заданное выражение:

.
5sin

5

3

3sin

5

3

5sin

3sin

x

x

x

x

x

x ⋅⋅=

Обозначим u = 3x, заметим, что ,0033limlim
00

=⋅==
→→

xu
xx

 т.е. при

x → 0 также и u → 0, следовательно,

.1
sin

lim
3

3sin
lim

00
==

→→ u

u

x

x
ux
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Аналогично, положив v = 5x, получим

.1
sin

lim
5sin

5
lim

00
==

→→ v

v

x

x
vx

Следовательно,

.
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3
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в) Найти .
2

lim
0 x

xarctg
x→

Обозначим u = arctg 2x, тогда, очевидно tgu = 2x и при x → 0
имеем u → 0. Следовательно,

.20cos12coslim
sin

lim2
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sin

2lim
2
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00
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=⋅⋅=⋅⋅=
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Пример 2.7. Найти .
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12 +

∞→


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


−
+ n

n n

n

Преобразуем выражение в скобках:
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Обозначим теперь ,
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n
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причем, при n → ∞ имеем x → 0. Следовательно,
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Определение. Функция y = f(x) называется непрерывной в точке
x = x0, если она определена в некоторой окрестности точки x0 и

выполняется равенство ).()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

Определение. Точка x = x0, принадлежащая области определе-
ния функции или являющаяся граничной для этой области, назы-
вается точкой разрыва, если в ней нарушается условие непрерыв-
ности.

Необходимым и достаточным условием непрерывности функ-
ции в точке является выполнение равенств:

),()(lim)(lim 00
00 00

xfxfxf
xxxx

==
+→−→

где f(x0 – 0) и f(x0 + 0) — односторонние пределы функции в точке
x0 соответственно слева и справа.

Если эти равенства не выполняются или не существует хотя
бы один из односторонних пределов, то точка x = x0 — точка раз-
рыва функции, причем:

1) если существуют односторонние пределы, но

f(x0 – 0) ≠ f(x0 + 0)    или    f(x0 – 0) = f(x0 + 0) ≠ f(x0),

то точка x0 называется точкой разрыва 1-го рода;
2) если хотя бы один из пределов f(x0 – 0) или f(x0 + 0) не суще-

ствует, то точка x = x0 называется точкой разрыва 2-го рода.

Свойства непрерывных функций

1. Сумма и произведение конечного числа непрерывных фун-
кций есть функция непрерывная.

2. Частное от деления двух непрерывных функций есть функ-
ция непрерывная во всех точках, где делитель не равен 0.

3. Если  u  = ϕ (x)  непрерывна  в  точке  x = x0  и  f (u)  непре-
рывна в точке u = u0 = f(x0), то сложная функция f(ϕ (x)) непрерыв-
на в точке х0.

4. Всякая элементарная функция непрерывна в каждой точке,
в которой она определена.
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Пример 2.8. Исследовать на непрерывность функцию .
12

12

2
1

2
1

+

−=
−

−

x

x

y

При x ≠ 2 функции, стоящие в числителе и знаменателе, непре-
рывны, и знаменатель не обращается в 0. Поэтому при х ≠ 2 фун-

кция 

12

12

2
1

2

1

+

−
=

−

−

x

x
y  непрерывна. Исследуем точку х = 2. Найдем

)(lim
02

xf
x −→

 и .)(lim
02

xf
x +→

Так как −∞=
−−→ 2

1
lim

02 xx
 и, следовательно, ,02lim 2

1

02
=−

−→
x

x
 то

.1

12

12
lim

2

1

2

1

02
−=

+

−

−

−

−→
x

x

x
 Далее, так как +∞=

−+→ 2

1
lim

02 xx
 и, следователь-

но,  ,2lim 2
1

02
+∞=−

+→
x

x
  то  преобразуем  дробь  ;

21

21

12

12

2
1

2
1

2
1

2
1

x

x

x

x

−

−

−

−

+

−=
+

−

.1
21

21
lim

2
1

2
1

02
=

+

−

−

−

+→
x

x

x

Таким    образом,   1)(lim1)(lim
0202

=≠−=
+→−→

xfxf
xx

    и,    значит,

в точке  х = 2  функция  терпит  разрыв  1-го  рода.  Скачок  функ-
ции  f(2 + 0) – f(2 – 0) = 1 – (–1) = 2.

Пример 2.9. Найти точки разрыва функции .
)5)(2(

1
−−

=
xx

y

Очевидно, функция непрерывна при х ≠ 2 и х ≠ 5. Найдем пре-
делы в указанных точках:

.
)5)(2(

1lim;
)5)(2(

1lim
0202

−∞=
−−

+∞=
−− +→−→ xxxx xx

  

Следовательно, х = 2 — точка разрыва 2-го рода.

.
)5)(2(

1lim;
)5)(2(

1lim
0505

+∞=
−−

−∞=
−− +→−→ xxxx xx

  

Следовательно, х = 5 — точка разрыва 2-го рода.
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Пример 2.10. Найти точки разрыва функци







≥
<<+

≤
=

.1,
,10,1

,0,cos
)( 2

xx
xx

xx
xf

Поскольку  сosx,  x2 + 1,  x  непрерывны  всюду  и,  в  частнос-
ти  на  указанных  интервалах,  то  функция  f (x)  непрерывна  на
интервалах (–∞, 0), (0,1), (1, +∞). Точками разрыва могут являть-
ся  только  точки  х = 0  и  х = 1.  Исследуем  эти  точки  на  непре-

рывность: ;10coscoslim)(lim
0000

===
−→−→

xxf
xx

 ;1)1(lim)(lim 2

000
=+=

→+→
xxf

xx

f(0) = cos0 = 1.

Таким образом,   ,)0()(lim)(lim
0000

fxfxf
xx

==
+→−→

следовательно,

х = 0 — точка непрерывности функции f (x).

1, lim)(lim  ;2)1(lim)(lim
0101

2

0101
===+=

+→+→−→−→
xxfxxf

xxxx

то есть ),(lim)(lim
0101

xfxf
xx +→−→

≠  следовательно, х = 1 — точка раз-

рыва 1-го рода. График функции







≥
<<+

≤
=

.1,
,10,1

,0,cos
2

xx
xx

xx
y

имеет вид (рис. 21).

Рис. 21

1

y

x

y 
= x

y = cos x

y 
=

 x
2  +

 1

2

1

0
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2.2. Производная и дифференциал
Пусть функция у = f(x) определена в некоторой окрестности

точки х0 и y0 = f(x0). Если х получит некоторое положительное
или отрицательное приращение ∆х и примет значение х0 + ∆х, то
и функция у получит некоторое приращение ∆y = f(х0 + ∆х) – f(х0).
Составим отношение приращения функции к приращению аргу-

мента .
x

у

∆
∆

Определение. Функция y = f (x) называется дифференцируемой
в точке х0, если существует

.
)()(

limlim 00

00 x

xfxxf

х

у
xx ∆

−∆+
=

∆
∆

→∆→∆

Этот предел называется производной функции y = f (x) в точке

х0 и обозначается f ′(x0) или .
dx

dy

Геометрически  производная  представляет  собой  угловой  ко-
эффициент  касательной  к  графику  функции  y  =  f (x)  в  точке
x0,  то есть y = tgϕ (рис. 22). Физически производная есть скорость
изменения функции в точке x0.

x

y

x00

y
0

y = f(x)

ϕ

Рис. 22
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Основные правила дифференцирования

Пусть С постоянная, u(x), v(x) — дифференцируемые в точке х
функции.

1. C′ = 0;
2. x′ = 1;
3. (u ± v)′ = u′ ± u′;
4. (cu)′ = cu′;
5. (uv)′ = u′v + uv′;

6. , 
2v

vuvu

v

u ′−′
=

′






 v ≠ 0;

7. Если y = f (u), где u = u(x), (то есть y = f (u(x)) — сложная
функция от х) и функции f (u) и u(x) дифференцируемы, то произ-
водная сложной функции y = f (u(x)) вычисляется по формуле

 .xux ufy ′⋅′=′

8. Если  функция  аргумента  х  задана  параметрически

  



=
=

),(
)(

ty
tx

ψ
ϕ

 то  

dt
dx
dt
dy

yx =′   или  .
t

t
x x

y
y

′
′

=′

Определение. Дифференциалом функции y = f(x) называется
главная часть ее приращения, линейная относительно приращения
аргумента, то есть, если ∆y = f ′(x)∆x + α (∆x) · ∆x, где α (∆x) → 0 —
бесконечно малая функция при ∆x → 0, то дифференциал функ-
ции dy = f ′(x)dx.

Дифференциал независимого аргумента равен приращению ар-
гумента, то есть dx = ∆x. Следовательно, dy = f ′ (x) · dx.

Если ∆x мало, то ∆y ≈ dy, и, следовательно,  f(x + ∆x) ≈ f (x) + dy =
= f(x) + f ′(x)dx (формула приближенного вычисления с помощью
дифференциала).

Пример 2.11. Найти производные данных функций:

а) ;
43

63
2xx

x
y

+−

+=
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б) y = sin2(x cosx3);

в) ;ln3 xxy =
г) y = x–tgx;

д) x3 + y3 – 3xy = 0.

Решения:
а) применим теорему о производной частного:

;
43)43(

1524
43

)24(
43

1
2

)63(
436

43

)43()43(
2
1

)63(436

43

))43)((63(436

)43(

)43)(63(43)63(

43

63

22

2

2

2

2

222

2

22

22

22

2

2
1

2
1

xxxx

х
xx

х
xx

x
xx

xx

xxxxxxx

xx

xxxxx

xx

xxxxxx

xx

x

dx

dy
y

+−+−

−=

=
+−

+−⋅
+−

⋅+−+−
=

=
+−

′+−⋅+−⋅+−+−
=

=
+−

′+−+−+−=

=
+−

′+−+−+−⋅′+=

=
′












+−

+==′

−

б) применим теоремы о производной произведения и произ-
водной сложной функции:

);3sin)(coscos(2sin

))(sin)(coscos(2sin

))(coscos()cos(2sin

)cos()coscos()cossin(2

))cos(sin()cossin(2

2333

3333

333

333

33

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx

xxxxy

⋅−=

=′−=

=′+′⋅=

=′⋅⋅=

=′⋅=′
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в)

);
1

(ln)ln(
3

1
))(lnln()ln(

3

1

)ln()ln(
3

1
)ln(

3
2

3
2

3
2

3
1

x
xxxxxxxxxx

xxxxxxy

⋅+=′+′⋅=

=′⋅=
′







=′

−−

−

г) прологарифмируем обе части равенства:

,lntgln;lnln tg xxyxy x ⋅−== −

учитывая, что у является функцией от х, найдем производные обе-

их частей равенства: .)lntg()(ln ′⋅−=′ xxy

;
tg 

cos

lntg 

cos

ln

 ;
1

tgln
cos

1

2
tg

2

2






 +−=





 +−=′

⋅−⋅−=
′

−

x

x

x

x
x

x

x

x

x
yy

x
xx

xy

y

x

д) функция  задана  неявно.  Для  того,  чтобы  найти  y ′,  про-
дифференцируем обе части равенства по х, считая у функцией от
x(y = y(x)), а затем разрешим уравнение относительно y ′:

(x3 + y3 – 3yx)′  = 0′;    3x2 + 3y2y ′  – 3(y + xy ′) = 0;

y ′(3y2 – 3x) = 3y – 3x2;

.
33

33
2

2

2

2

xy

xy

xy

xy
y

−
−=

−
−=′

Пример 2.12. Найти производную функций:

а) ;)623( 43 25 +−= xxy

;
3

4
15)623(4

]0)(2)(3[)623(4

])6()2()3[()623(4

)623()623(4])623[(

3
1

3
2

3
2

433 25

533 25

533 25

3 25143 2543 25






 −⋅+−=

=+′−′+−=

=′+′−′+−=

=′+−⋅+−=′+−=′

−

−

xxxx

xxxx

xxxx

xxxxxxy
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б) .
)2(

1

2

1
6

3 42

6















+
−=

x
xy

)

.
)2(3

8
3

)2(

1

2

1
6

)2()2(
3

4
6

2

1
)2(

2

1
6

)2(
2

1
)2(

2

1
6)2(

2

1

3 72

5

5

3 42

6

225
5

26

26
5

26
6

26

3
7

3
4

3
4

3
4

3
4















+
+⋅















+
−=

=′+



⋅+⋅






 −−⋅





 +−=

=
′







 +−⋅






 +−=

′


















 +−=′

−−

−−−

x

x
x

x
x

xxxxx

xxxxxxy

Пример 2.13. Найти производную функций:

а) .
1

1
ln 3

4

4

x

x
y

+
−=

Используя свойства логарифмов, упростим

( ).)1ln()1ln(
3

1

1

1
ln

3

1

1

1
ln 44

4

4

4

4 3
1

xx
x

x

x

x
y +−−=

+
−=











+
−=

Находим производную

( ) ( ) ( )

;
)1(3

8

1

4

1

4

3

1

1

)1(

1

)1(

3

1

)1ln()1ln(
3

1
)1ln()1ln(

3

1

8

3

4

3

4

3

4

4

4

4

4444












−
−=

+
−

−
−=











+
+−

−
′−=

=



 ′

+−
′

−=
′





 +−−=′

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xxxxy

б) .
2

61ln 9
2

3 







+
−=

x
xy  Преобразуем функцию

( ).)2ln()61ln(
9

2

2

61
ln

9

2

2

61
ln 3

33

9
2

xx
x

x

x

x
y +−−=

+
−=







+
−=
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Дифференцируем

( )

.
)2)(61(3

)44(2

2

3

61

6

9

2

2

)2(

61

)61(

9

2

]))2(ln())61[(ln(
9

2
)2ln()61ln(

9

2

3

32

3

2

3

3

33

xx

xx

x

x

xx

x

x

x

xxxxy

+−
−+−=











+
−

−
−=











+
′+−

−
′−=

=′+−′−=
′





 +−−=′

Пример 2.14. Найти производную функций:

а) .21tgarc 3 xy −=  Дифференцируем

( ) ( )

( ) ;
)21())21(1(3

2
)21()21(

3

1

211

1

)21(
211

1
21arctg

3 23 2

1

23

23

3

3
1

3
1

xx
xx

x

x
x

xy

−⋅−+

−=′−⋅−⋅
−+

=

=
′






 −⋅

−+
=

′
−=′

−

б) .412arcsin 2xxy −−=  Дифференцируем

( )

.
41

)21(2

412

8

41

2

)41()41(
2

1

)2(1

)2(

)41(2arcsin412arcsin

222

212

2

22

2
1

2
1

x

x

x

x

x

xx
x

x

xxxxy

−

+=
−

−−
−

=

=′−⋅−−
−

′
=

=
′






−−′=

′



 −−=′

−

Механический смысл производной

Если  при  прямолинейном  движении  точки  задан  закон
движения S = s(t), то скорость движения в момент t0 есть произ-
водная пути по времени:

v = s ′ (t0).

Пример 2.15.  Какой  угол  образует  с  осью  абсцисс  касатель-
ная к кривой  y = x3 + 4x2, проведенная в точке М0 (1; 5). Написать
уравнения касательной и нормали, проведенных к кривой в дан-
ной точке.
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Для определения углового коэффициента касательной нахо-
дим производную от заданной функции:

f ′ (x) = 3x2 + 8x.

Далее  определяем  численное  значение  производной  в  точке
М0 (1; 5),  для  этого  подставляем  в  выражение  производной
x = 1:

f ′ (1) = 3(1)2 + 8(1) = 11.

Значение производной при x = 1 и дает искомый угловой ко-
эффициент k = 11, т.е. tg α = 11, откуда α = arc tg (11) ≈ 84°50′.

Для   составления   уравнения   касательной   используем   фор-
мулу y – y0 = f ′ (x0)(x – x0):

y – 5 = 11(x – 1)     или     11x – y – 6 = 0.

Для составления уравнения нормали пользуемся формулой

:)(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy −

′
−=−

)1(
11

1
5 −−=− xy    или    x + 11y – 56 = 0.

Пример 2.16. Определить, под каким углом кривая 
21

1

x

x
y

+
−=

пересекает ось абсцисс.

Находим точку пересечения кривой 
21

1

x

x
y

+
−=  с осью OX, урав-

нение которой у = 0, т.е. решаем систему:

,0
1

1
,

0

 
1

1

2
2 =







+
−⇒

=
+

−=
x

x

y
x

x
y

откуда получаем х = 1.
Под  углом  данной  кривой  с  осью  OX  понимается  угол,  ко-

торый касательная к этой кривой в точке х = 1 образует с осью
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абсцисс. Найдем угловой коэффициент касательной к кривой в
точке х = 1:

,
2

1

)11(

211

)1(

21

)1(

)1(21

1

1
tg

2
1

22

2

1
22

2

2

=
+

+−=












+
+−=

=












+
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′







+
−=′=

=

=

x

x

x

xx

x

xxx

x

x
yα

откуда

.4326
2

1
tgarc ′≈= oα

Пример   2.17.    Под    каким    углом    пересекаются    параболы
y = –4 + 6x – x2  и  y = (x – 2)2?

Решая совместно уравнения парабол, находим абсциссы их
точек пересечения:

.4,1
;045

;64)2(
,64

,)2(

21

2

22

2

2

==
=+−

−+−=−




−+−=
−=

xx
xx

xxx
xxy

xy

Определяем, что точки пересечения парабол, соответствующие
найденным абсциссам — это точки А(1; 1) и B(4; 4) (рис. 23).

х = 1 х = 1

Рис. 23

y

B

A

ϕ2

ϕ1

<

<

x
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Находим угловые коэффициенты касательных к параболам в
точке А:

.2)2(2])2[(

,426)64(

11
2

2

11
2

1

−=−=′−=

=−=′−+−=

==

==

xx

xx

xxk

xxxk

Вычисляем тангенс угла между касательными:

,
7

6

421

42
tg 1 =

⋅−
−−

=ϕ
откуда

.
7

6
tgarc1 =ϕ

Также определяем угол между кривыми в точке В:

.
7

6
tg arc

,
7

6

241

24
tg

,4)2(2

,226

2

2

42

41






 −=

−=
⋅−

+=

=−=

−=−=

=

=

ϕ

ϕ

x

x

xk

xk

Пример 2.18. В какой точке параболы xy 18=  ордината воз-

растает вдвое быстрее, чем абсцисса?
Найдем производную от заданной функции:

( ) .
2

3

182

18
18

xx
xy ==

′
=′

Так как производная характеризует скорость возрастания ор-
динаты (функции) по сравнению с возрастанием аргумента, то из
условия задачи имеем:

,2
2

3 =
x

отсюда 
8

9=x  — абсцисса искомой точки.

А ордината находится из уравнения .
2

9
18

8
9 ==

=x
xy

Ответ: .
2

9
  ,

8

9 == yx



89

Производные высших порядков

Определение. Производной второго порядка (или второй про-
изводной) от функции y = f(x) называется производная от ее про-
изводной, т.е. y″  = (y′)′.

Обозначается вторая производная так:

y″   или   ,
2

2

dx

yd
  или   f ″(x).

Если s = f (t) — закон прямолинейного движения точки, то 2

2

dt

sd

есть ускорение этого движения. Аналогично, производная третьего
порядка функции y = f (x) есть производная от производной вто-
рого порядка y′″  = (y″) ′.

Вообще, производной n-го порядка от функции y = f (x) назы-
вается производная от производной (n – 1)-го порядка:

)( )1()( ′= −nn yy .

Для n-ой производной употребляются обозначения:

y(n)   или   ,
n

n

dx

yd
   или   f (n)(x).

Производные  высших  порядков  (вторая,  третья  и  т.д.)  вы-
числяются   последовательным   дифференцированием  данной
функции.

Пример 2.19. y = (arc tg x). Найти у″.
Находим первую производную:

.
1

1
2x

y
+

=′

Вторая производная, по определению, равна производной от
первой производной, следовательно:

[ ] [ ] .
)1(

2
)1()1()1(

1

1
22

22212
2 x

x
xxx

x
y

+
−=′++−=+=

′







+
=′′ −−
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Пример 2.20. Найти y′″ (3), если f (x) = (2x – 3)5.
Находим последовательно первую, вторую и третью производные:

f ′(x) = [(2x – 3)5]′ = 5(2x – 3)4 · 2 = 10(2x – 3)4,
f ′′ (x) = 10 · 4(2x – 3)3 · 2 = 80(2x – 3)3,

f ′′′ (x) = 80 · 3 · (2x – 3)2 · 2 = 480(2x – 3)2.

Подставляя в третью производную значение х = 3, получим:

f ′′′ (3) = 480(2 · 3 – 3)2 = 4320.

Пример 2.21. Найти y′′′′ от функции y = sin2x.
Находим последовательно первую, вторую, третью и четвер-

тую производные:

y′  = 2cos2x,
y′′  = –4sin2x,
y′′′  = –8cos2x,
y′′′′  = 16sin2x.

Пример 2.22. Показать, что функция y = е2х · sin5x удовлетво-
ряет дифференциальному уравнению:

y′′  – 4y′  + 29y = 0.

Найдем    первую    и    вторую    производные    от    функции
y = е2х · sin5x:

y′  = 2е2х · sin5x + 5е2х · cos5x,
y′′  = 2(2е2х · sin5x + 5е2х · cos5x) + 5(2е2х · cos5x – 5е2х · sin5x) =

= 20е2х · cos5x – 21е2х · sin5x.

Подставим найденные выражения для y′ и y′′  в данное уравне-
ние и получим тождество:

20е2х · cos5x – 21е2х · sin5x – 4(2е2х · sin5x + 5е2х · cos5x) +

+ 29 · e2x · sin5x = 0, 0 = 0.

Дифференцирование неявных функций

Определение. Если зависимость у от x задается посредством
соотношения  F(x, y)  =  0,  где  F(x, y)  —  выражение,  содержащее
x  и  у,  то  у  называется  неявной  функцией  от  x.  Для  определе-
ния производной от неявно заданной функции нужно обе час-
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ти уравнения F(x, y) = 0 продифференцировать по x, рассматри-
вая  y  как  функцию  от  x,  а  затем  из  полученного  равенства
выразить y′.

Для определения y′′  нужно аналогично уравнение F(x, y) = 0
дважды продифференцировать по х и исключить y′.

Пример 2.23. x4 – 6x2y3 + 15y2 – 100 = 0. Найти y′.
Дифференцируем заданное соотношение, рассматривая при

этом у как функцию от х

4x3 – 6(2xy3 + x2 · 3y2 · y ′) + 15 · 2y · y ′  = 0.

(здесь, при дифференцировании слагаемого 6x2y3 использовано
правило дифференцирования произведения).

Решаем полученное уравнение относительно y′:

4x3 – 12xy3 – 18x2y2y′ + 30yy′  = 0,

y′(15y – 9x2y2) = 6xy3 – 2x3,

.
915

26
22

33

yxy

xxy
y

−
−=′

Пример 2.24. arc tg(x + y) = x. Найти y′′ .
Дифференцируем обе части заданного соотношения и опреде-

ляем затем y′:

,1)1(
)(1

1
2

=′+
++

y
yx

откуда

.)( 2yxy +=′

Находим далее y′′ :

y′′  = 2(х + у)(1 + y′).

В правую часть последнего равенства подставляем вместо y′
ее значение, найденное ранее:

y′′  = 2(х + у)[1 + (х + у)2].
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Пример 2.25. Найти y′(0) в точке А(1; 0), если еу + ху = е.
Дифференцируем заданное соотношение и определяем y′:

еуy′  + y + хy′  = 0,

.
xe

y
y

y +
−=′

В  последнее  соотношение  подставляем  координаты  точки А
х = 0, у = 1:

.
0

1
)0( 1−−=

+
−=′ е

e
y

2.3. Исследование функций
Функция называется возрастающей (убывающей) в некотором

интервале, если в этом интервале каждому большему значению
аргумента соответствует большее (меньшее) значение функции.
Как возрастающие, так и убывающие функции называются моно-
тонными. Если функция не является монотонной, то область ее
определения можно разбить на конечное число интервалов моно-
тонности (которые иногда чередуются с интервалами постоянства
функции).

Монотонность функции y = f(x) характеризуется знаком ее
первой производной f ′(x), а именно, если в некотором интервале
f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0), то функция возрастает (убывает) в этом интер-
вале. Следовательно, отыскание интервалов монотонности функ-
ции y = f (x) сводится к нахождению интервалов знакопостоян-
ства ее первой производной f ′(x).

Отсюда получаем правило нахождения интервалов монотон-
ности функции:

1. Найти нули и точки разрыва f ′(x).
2. Определить методом проб знак f ′(x) в интервалах, на кото-

рые полученные в п. 1 точки делят область определения функции
f(x); интервалы, в которых f ′(x) > 0, являются интервалами воз-
растания функции, а интервалы, в которых f ′(x) < 0, — интерва-
лами убывания функции. При этом, если на двух соседних интер-
валах, граничная точка которых является нулем производной f ′(x),
знак f ′(x) одинаков, то они составляют единый интервал моно-
тонности.
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Пример  2.26.  Найти  интервалы  монотонности  функции

.5
3

4 34 +−= xxy

Решение. Область определения данной функции — вся число-
вая ось. Дифференцируя, находим

y′ = 4х3 – 4х2 = 4х2(x – 1).

Точек  разрыва  производная  y′  не  имеет.  Нулями  производ-
ной  y′   будут  корни  уравнения  х2(x – 1) = 0,  т.е.  x1 = 0  и
x2 = 1.

Область определения функции — ось Ох — разбивается полу-
ченными точками на три интервала (–∞; 0), (0; 1), (1; +∞), в каж-
дом их которых y′ сохраняет определенный знак. Подставляя в

выражение для y′ значения 5,
2

1
,5 ==−= xxx  из этих интервалов,

получим соответственно знаки «–», «–», «+». Следовательно, в
интервале (–∞; 1) функция убывает, а в интервале (1; +∞) — воз-
растает.

Точка  x = х0  называется  точкой  максимума  (минимума)
функции  у = f(x),  если  существует  такая  окрестность  точки  х0,
что   для   всех   х  (х ≠ х0)   этой   окрестности   выполняется   не-
равенство

f(x) < f(x0)       [f(x) > f(x0)].

Точки  максимума  и  минимума  функции  называются
точками ее экстремума, а значение функции в точке максимума
(минимума)  —  максимумом  (минимумом)  или  экстремумом
функции.

Точками экстремума могут служить только критические точ-
ки I рода, т.е. точки, принадлежащие области определения функ-
ции, в которых первая производная f ′(x) обращается в нуль или
терпит разрыв.

Точками экстремума являются лишь те из критических точек,
при переходе через которые первая производная f ′(x) меняет знак,
а именно, если при переходе через критическую точку x = х0 в по-
ложительном направлении знак f ′(x) меняется с «+» на «–» (с «–»
на «+»), то точка x = х0 есть точка максимума (минимума).
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Отсюда  получаем  правило  отыскания  экстремумов  функ-
ции у = f (x):

1. Найти нули и точки разрыва f ′(x).
2. Определить методом проб знак f ′(x) в интервалах, на которые

полученные в п. 1 точки делят область определения функции f (x).
3. Из этих точек выделить те, в которых функция f(x) опреде-

лена и по разные стороны от каждой из которых производная
f′(x) имеет разные знаки — это и есть экстремальные точки. При
этом экстремальная точка x = х0 является точкой максимума, если
при движения по оси Ох в положительном направлении она от-
деляет интервал, в котором производная f ′(x) > 0, от интервала,
в котором f′(x0) < 0, и точкой минимума — в противном случае.

В  заключение  заметим,  что  точки,  в  которых  производная
обращается в нуль, иногда проще исследовать на экстремум, вы-
яснив знак второй производной f ″(x0): точка x = х0, в которой
f ′(x0) = 0, а f ″(x) существует и отлична от нуля, является экстре-
мальной, а именно, точкой максимума, если f ″(x0) < 0, и точкой
минимума, если f ″(x0) > 0.

Пример 2.27. Найти экстремумы функции .)1(3 23 −= xxy
Решение. Функция определена на всей числовой оси. Вычис-

лим производную:

.
13

)911(
)299(

1313

2
)1(3

3

2

3

2

3
33 22

−
−=+−

−
=

−
⋅+−=′

x

xx
xx

x

x

x
xxxy

Производная f ′ обращается в нуль при х = 0 и 
11

9=x  и не су-

ществует при х = 1. Полученные точки разбивают числовую ось
на четыре интервала, в каждом из которых f ′ сохраняет опреде-

ленный знак: ),1(,1,
11

9
,

11

9
,0),0,(– ∞+














∞ . Найдем знак произ-

водной у′ в полученных интервалах:
в интервале (–∞, 0) имеем  f ′(–1) > 0;

» » 






11

9
,0 » ;0

3

1 >




′y

» » 






1,
11

9
» ;0

11

10 <




′y

» » (1, +∞) » у′(5) > 0.
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Экстремальными   являются   точки  
11

9
1 =x  —   точка   макси-

мума   и   х2  =  1   —   точка   минимума.   Экстремумы   функции
получим,   вычислив   ее   значения   в   экстремальных   точках:

176,0
121

4

1331

729

11

9
3 ≈=







y  —  максимум  и  у(1)  =  0  —  минимум

функции.
Кривая называется выпуклой (вогнутой) в некотором интер-

вале, если она расположена ниже (выше) касательной, проведен-
ной к кривой в любой точке этого интервала. Выпуклость или
вогнутость кривой, являющейся графиком функции у = f(x), ха-
рактеризуется знаком второй производной f ″(x), а именно, если в
некотором интервале f ″(x) < 0 [f ″(x) > 0], то кривая выпукла (вог-
нута) в этом интервале.

Таким образом, отыскание интервалов выпуклости и вогну-
тости графика функции у = f(x) сводится к нахождению интерва-
лов знакопостоянства ее второй производной f ″(x).

Точкой перегиба кривой называется такая ее точка, которая
отделяет участок выпуклости от участки вогнутости.

Точками перегиба графика функции у = f(x) могут служить
только точки, абсциссы которых являются критическими точка-
ми II рода, т.е. точки, находящиеся внутри области определения
функции у = f(x), в которых вторая производная f ″(x) обращает-
ся в нуль или терпит разрыв.

Точками перегиба графика функции у = f(x) являются лишь
только те из указанных точек, при переходе через которые вторая
производная f ″(x) меняет знак.

Отсюда получаем правило отыскания интервалов выпуклос-
ти и вогнутости и точек перегиба графика функции:

1. Найти точки, в которых вторая производная  f ″(x) обраща-
ется в нуль или терпит разрыв.

2. Определить методом проб знак f ″(x) в интервалах, на кото-
рые полученные в п. 1 точки делят область определения f(x); ин-
тервалы, в которых f ″(x) < 0, являются интервалами выпуклости,
а интервалы, в которыхf ″(x) > 0, — интервалами вогнутости гра-
фика функции у = f(x). При этом если на двух соседних интерва-
лах, граничная точка которых является нулем второй производ-
ной f ″(x), знак f ″(x) одинаков, то они составляют единый интер-
вал выпуклости или вогнутости.
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3. Из полученных в п. 1 точек выделить те, в которых функция
f(x) определена и по разные стороны от каждой из которых вторая
производная f ″(x) имеет противоположные знаки — это и есть аб-
сциссы точек перегиба графика функции у = f(x).

Пример 2.28. Найти интервалы выпуклости и вогнутости и
точки перегиба графика функции f(x) = 3х5 + 5х4 – 20х3 + 60х – 5.

Решение. Функция определена на всей числовой оси. Диффе-
ренцируя ее дважды, получим

f ′(x) = 15х4 + 20х3 – 60х2 + 60,

f ″(x) = 60х3 + 60х2 – 120х = 60х(х – 1) (х + 2).

Вторая  производная  существует  на  всей  числовой  оси  и
обращается в нуль при х = –2, х = 0 и х = 1. Этими точками об-
ласть  определения   разбивается   на   четыре   интервала   (–∞, –2),
(–2, 0), (0, 1), (1, +∞), в каждом из которых f ″(x) сохраняет знак.
Определяя знак второй производной в произвольно взятой точке
каждого из интервалов, получим знак ее в соответствующем ин-
тервале:

в интервале (–∞, –2) имеем f ″(–3) < 0,

» » (–2, 0) » f ″(–1) > 0,

» » (0, 1) » ,0
2

1 <




′′f

» » (1, ∞) » f ″(2) > 0.

Таким образом, в интервалах (–∞, –2) и (0, 1) кривая выпукла,
а в интервалах (–2, 0) и (1, ∞) — вогнута.

Граничные точки х1 = –2, х2 = 0, х3 = 1 этих интервалов явля-
ются  абсциссами  точек  перегиба.  Вычислим  значения  функции
у = f(x) в этих точках:

f(–2) = 19,     f(0) = –5,     f(1) = 43.

Итак,  данная  функция  имеет  три  точки  перегиба:  (–2;  19),
(0; –5), (1; 43).

Ассимптотой кривой называется прямая, к которой неогра-
ниченно приближается точка кривой при ее удалении по кривой в
бесконечность.
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I. Если ±∞=
→

)(lim xf
ax

,  то прямая  х  =  а  есть  асимптота  кри-

вой у = f(x). Например, кривая 
ax

a
y

−
=  имеет асимптоту х = а.

II. Если в правой части уравнения кривой у = f(x) можно выде-
лить линейную часть у = f(x) = kx + b + α(x) так, что оставшаяся
часть α(x) → 0, когда x → ±∞, то прямая у = kx + b есть асимптота
кривой.

Примеры:

1) кривая 
22

23 1
1

1

x
x

x

xx
y ++=

++
=  имеет асимптоту у = x + 1

(и асимптоту x = 0);

2) кривая 
ax

a

ax

a
y

−
+=

−
= 0   имеет асимптоту у = 0.

III. Если существуют конечные пределы k
x

xf
x

=
∞+∞→

)(
lim

-или 
 и

,])([lim
-или 

bkxxf
x

=−
∞+∞→

 то прямая у = kx + b есть асимптота.

Для отыскания наибольшего и наименьшего значений функ-
ции,  непрерывной  на  некотором  отрезке  [a, b],  надо  вычислить
значения  этой  функции  на  концах  отрезка  и  во  всех  ее  крити-
ческих  точках,  принадлежащих  этому  отрезку  (такими  точка-
ми  в  данном  случае  являются  точки,  в  которых  первая  произ-
водная  функции  обращается  в  нуль  или  не  существует).  Наи-
большее  и  наименьшее  из  полученных  значений  являются
соответственно  наибольшим  и  наименьшим  значением  функ-
ции на отрезке.

В случае, если исследуемая функция претерпевает разрыв в
некоторых точках отрезка [a, b] или же задана на бесконечном
интервале, то необходимо дополнительно рассмотреть ее поведе-
ние в окрестности точек разрыва и при x → ±∞.

Пример 2.29. Найти наибольшее и наименьшее значения сле-
дующих функций:

1) f (x) = х3 – 3х2 + 4   на отрезке [1, 3];

2) 
x

xx
1

)( +=ϕ    на отрезке [–2, 2].
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Решение.
1. Функция f(x) непрерывна на отрезке [1, 3]. Находим

f ′(x) = 3х2 – 6х.

В   данном   случае   критическими   являются   только   точки,
в которых производная f ′(x) равна нулю, т.е. х = 0 и х = 2. Отрез-
ку [1, 3] принадлежит лишь одна из этих критических точек, а имен-
но х = 2. Вычислим значения функции f(x) в точке х = 2 и на кон-
цах отрезка х = 1 и х = 3:

f(2) = 0,     f(1) = 2,     f(3) = 4.

Таким образом, наибольшее значение функции равно 4 и дос-
тигается на правой границе отрезка в точке х = 3; наименьшее
значение функции равно нулю и достигается ею во внутренней
точке х = 2.

2. Функция ϕ (x) претерпевает разрыв в точке х = 0, принадле-
жащей отрезку [–2, 2]. Исследуем поведение функции в окрестнос-
ти точки разрыва:

.)(lim,)(lim
00

−∞=+∞=
−→+→

xx
xx

ϕϕ

Следовательно, вблизи точки х = 0 функция ϕ (x) достигает
сколь угодно больших по абсолютной величине как положитель-
ных, так и отрицательных значений, и, следовательно, не имеет
ни наименьшего, ни наибольшего значения.

Исследование функции рекомендуется проводить по следую-
щей схеме:

1. Найти область определения функции, установить точки раз-
рыва и интервалы непрерывности функции.

2. Исследовать функцию на четность, нечетность.

3. Найти, если это возможно, точки пересечения с осями коор-
динат. Вычислить предельные значения функции на границах об-
ласти определения. Найти асимптоты кривой, если они существу-
ют. После этого можно построить примерный вид графика, удов-
летворяющего проведенному исследованию.
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4. Уточнить характер графика с использованием первой про-
изводной, т.е. исследовать функцию на экстремум, установить ин-
тервалы монотонности функции.

5. Уточнить характер графика по второй производной, т.е. ис-
следовать функцию на выпуклость, вогнутость, точки перегиба.

Пример 2.30. Построить график функции у = х5 – х3 – 2х.

Решение.

1. Функция определена и непрерывна на интервале (–∞; ∞).

2. Функция нечетная, т.к. у(–х) = –у(х), т.е.

у(–х) = (–х)5 – (–х)3 – 2(–х) = – (х5 – х3 – 2х) = – у(х),

следовательно, график функции симметричен относительно начала
координат, поэтому достаточно провести исследование для х ≥ 0.

3. Найдем точки пересечения кривой с осями координат

х5 – х3 – 2х = 0,

х(х4 – х2 – 2) = 0,

х1 = 0, .4,123,2 ±≈±=x

Определим значения функции на границах области существо-
вания, т.е. при х → ±∞.

.
21

1lim)2(limlim

,
21

1lim)2(limlim

42
535

42
535

−∞=




 −−=−−=

∞=




 −−=−−=

−∞→−∞→−∞→

∞→∞→∞→

xx
xxxxy

xx
xxxxy

xxx

xxx

Вертикальных асимптот нет, т.к. функция не имеет точек раз-
рыва. Определим наклонные асимптоты y = kx + b.

.
21

1lim
2

lim
)(

lim
42

4
35

∞=




 −−=−−==

∞→∞→∞→ xx
x

x

xxx

x

xy
k

xxx

Следовательно, наклонной асимптоты кривая не имеет.
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4. Далее проводим исследование по первой производной

y ′  = 5х4 – 3х2 – 2.

Найдем критические точки 1-го рода

,0
5

2
)1(5

0235

22

24

=




 +−

=−−

xx

,xx

х1 = –1; х2 = 1 — критические точки 1-го рода.
Чтобы  выяснить,  являются  ли  эти  точки  экстремальными,

используем  второе  достаточное  условие  экстремума.  Для  этого
определим знак второй производной в найденных критических
точках:

y″ = 20х3 – 6х = 2х(10х2 – 3).

Подставив значение х = 1 в y″ (берем только один корень, т.к.
проводим исследование для х ≥ 0 в силу нечетности функции), по-
лучим y″(1) = 14 > 0; значит, в точке х = 1 функция достигает ми-
нимума (при х = –1 — максимума). Вычислим экстремальные зна-
чения функции:

ymin = 15 – 13 – 2 · 1 = –2;     ymaх = (–1)5 – (–1)3 – 2(–1) = 2.

Составим таблицу изменения знаков первой производной.

x (–∞; –1) x = –1 (–1; 1) x = 1 (1; ∞)

y ′(x) + 0 – 0 +

y(x) R y
maх

 = 2 T y
min

 = – 2 R

5. Найдем критические точки 2-го рода, приравняв к нулю
правую часть y″:

;55,03,0;0

;0)310(2

3,21

2

±≈±==

=−

xx

xx
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х1 = 0, ,3,02 −=x  3,03 =x  являются критическими точками
2-го  рода,  которые  делят  всю  числовую  ось  на  интервалы:

,)3,0;( −−∞  ),0;3,0(−  ),3,0;0(  .);3,0( ∞  Выясним знак второй

производной в указанных интервалах. На интервале )3,0;(– −∞
возьмем, например, точку х = –1;  y″(–1) = –14 < 0, значит, кривая
в этом интервале выпукла.

На интервале (–0,3; 0) рассмотрим точку :
2

1−=x

,0
2

1

2

1
6

2

1
20

2

1
3

>=




 −−





 −⋅=





 −′′y

значит, кривая на этом интервале вогнута, вторая производная

при переходе через 3,02 −=x  меняет знак с – на +, следовательно,

значение 3,0−=x  является абсциссой точки перегиба. Аналогич-

но определяем, что на интервале )3,0;0(  кривая выпукла, а на

интервале );3,0( ∞  — вогнута; значения х = 0 и 3,0=x  являются

абсциссами точек перегиба кривой.

Составим таблицу изменения знаков y″(х).

х )3,0;( −−∞ 3,0−=x )0;3,0(− х = 0 )3,0;0( 3,0=x );3,0( ∞

y″(х) – 0 + 0 – 0 +

y(х) ∩ т.п. ∪ т.п. ∩ т.п. ∪
у ≈ 1,2 у = 0 у ≈ –1,2

Определим значения функции в точках перегиба:

.22,1)3,0(;22,1)3,0(;0)0( −≈≈−= yyy

Чтобы  точнее  нарисовать  кривую  графика,  можно  найти
углы  наклона  касательных,  проведенных  к  кривой  в  точках

перегиба. Так, при х = 0, у ′(0) = –2, т.е. tgα = –2, где α — угол

наклона  касательной  к  кривой  в  точке  х = 0,  а  при  ,3,0=x
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.45,2)3,0( −≈′y  Окончательный график функции y = х5 – х3 – 2х
изображен на рис. 24.

Пример 2.31. Провести полное исследование и построить гра-

фик функции .3 2 xxy −=
1. Функция определена всюду на интервале (–∞; ∞).
2. Функция общего вида.
3. Найдем точки пересечения с осями координат:

;0)1(

;0

33 2

3 2

=−

=−

xx

xx

х1 = 0;    х2 = 1;

y(0) = 0;    y(1) = 0.

Определим значения функции на границах области существо-
вания:

.)(limlim

;)1(–1
1

lim)(limlim

3 3

3

3 2

∞=∞+∞=−=

−∞=∞=





−=−=

−∞→−∞→

∞→∞→∞→

xxy

x
xxxy

xx

xxx

Рис. 24

y

x
–2 –1 3,0−  

0
1 2

3,0
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Вертикальных асимптот нет, так как функция не имеет точек
разрыва. Определим наклонные асимптоты:

.)(lim)(lim

;1

1
1

limlimlim

3 2

33 2

∞=+−=−=

−=






−

=−==

±∞→±∞→

±∞→±∞→±∞→

xxxkxyb

x
x

x

x

xx

x

y
k

xx

xxx

Так как b → ∞ при х → ∞, то наклонных асимптот кривая не
имеет.

На рис. 25 изображена простейшая кривая, удовлетворяющая
проведенному исследованию.

4. Далее продолжим исследование по первой производной

;
3

32
1

3

2
3

3

3 x

x

x
y

−=−=′

у ′ = ∞ при х1 = 0;

у ′ = 0 при ;
27

8
2 =x

х1 = 0, 
27

8
2 =x  — критические точки.

Рис. 25

0

y

x1
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Чтобы выяснить, являются ли они точками экстремумов, ис-
пользуем первое достаточное условие экстремума

.04,0
1,03

1,032
)1,0(,0

3

5
)1(–

3

3

>≈
−

=′<−=′ yy

При  прохождении  через  точку  х1 = 0,  у ′  меняет  знак  с « –»
на  «+»;  значит,  точка  х = 0  является  точкой  минимума  функ-
ции, причем функция имеет в этой точке так называемый острый
эстремум:

min = y(0) = 0.

При прохождении через точку 
27

8
2 =x  мы аналогично можем

проверить,  что  первая  производная  меняет  знак  с  «+»  на  «–».

Значит, точка 
27

8
2 =x  является точкой максимума:

.
27

4

27

8
max =





= y

Составим таблицу изменения знаков первой производной.

x (–∞; 0) x
1
 = 0 







27

8
;0

27

8
=x 





 ∞;

27

8

у′(x) – ∞ + 0 –

y(x) T min = 0 R
27

2
max = T

5. Найдем вторую производную.

0
1

9

2
3 4

<−=′′
x

y  всегда.
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Вторая производная всегда отрицательна, значит, точек пере-
гиба нет, кривая всегда выпукла. Окончательный график функ-

ции xxy −= 3 2  изображен на рис. 26.

Пример 2.32. Провести полное исследование и построить гра-

фик функции 
x

x
y

ln
= .

Областью     определения     функции     являются     интервалы
(0; 1) ∪  (1; ∞).

Функция 
x

x
y

ln
=  является функцией общего вида. При 0 < x < 1

y < 0, при 1 < x < ∞   y > 0.
Вычислим предельные значения функции на границах облас-

ти существования:

.
1
1

lim
ln

limlim

;
0

1

ln
limlim

;
0

1

ln
limlim

;0
0

ln
limlim

01

0101

0000

∞===

∞=
+

==

−∞=
−

==

=
∞−

==

∞→∞→∞→

+→

−→−→

+→+→

x
x

x
y

x

x
y

x

x
y

x

x
y

xxx

x

xx

xx

Рис. 26

y

0   1 x

1 --
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В последнем случае применено правило Лопиталя.
Из найденных пределов ясно, что прямая х = 1 является верти-

кальной асимптотой.
Определим наклонные асимптоты:

.
1
1

lim
)(ln

)(
lim

ln
lim][lim

;0
ln

1
lim

ln
limlim

∞==
′

′
==−=

==
⋅

==

∞→∞→∞→∞→

∞→∞→∞→

x
x

x

x

x
kxyb

xxx

x

x

y
k

xxxx

xxx

Наклонных асимптот функция не имеет, горизонтальных асимп-
тот не имеет также. Примерный ход графика изображен на рис. 27.

Ищем экстремум функции. Ее производная:

x

x
y

2ln

1ln −=′ .

у ′= 0 при x = e — критическая точка.
у ′ = ∞ при x = 1 — граничная точка, она не может быть экстре-

мальной.
Итак, имеем одну критическую точку x = e.

.
ln

ln2

ln

1
ln2)1(lnln

1

34

2

xx

x

x
x

xxx
xy

−
=

⋅−−
=′′

Рис. 27

0 1

y

x
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Чтобы  проверить,  является  ли  точка  x = e  экстремальной,
найдем знак y″  в точке x = e

.0
1

ln

ln2
)(

3
>=−=′′

eee

e
ey

Значит, точка x = e является точкой минимума функции. Здесь
мы использовали второе достаточное условие экстремума.

Определим точки перегиба функции:
y″ = 0 при x = e2 — критическая точка 2-го рода;
y″ = ∞ при x = 1, но эта точка не является критической точкой

2-го рода, так как она является граничной точкой.
При прохождении через x = e2  y″ меняет знак с + на –, так как

,0
1

)( >=′′
e

ey  а ;0
1

)(
3

3 <−=′′
e

ey  значит, значение x = e2 является

абсциссой точки перегиба, .
2

)(
2

2 e
ey =

Составим таблицу изменения знаков первой и второй произ-
водных.

x (0; 1) x = 1 (1; e) x = e (e; e2) x = e2 (e2; ∞)
у″(x) – н.с. + + + 0 –
у ′(x) – н.с. – 0 + +

у(x) T ∩ н.с. T ∪ min = e R ∪ т.п. R ∩

2

2ey =

Окончательный график функции 
x

x
y

ln
=  изображен на рис. 28.

Рис. 28

0 1 е е2

y

x

<
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Пример  2.33.  Исследовать  и  построить  график   функции

 .
)1(2 2

3

+
=

x

x
y

Функция существует всюду, кроме х = –1,  т.е. ее областью оп-
ределения являются интервалы (–∞; –1), (–1; ∞).

Найдем точки пересечения кривой с осями координат:

0
)1(2 2

3

=
+x

x
,   при   х = 0.

Определим значения функции на границах области существо-
вания:

.
)1(2

limlim

;
02

1

)1(2
limlim

;
02

1

)1(2
limlim

;
)1(2

limlim

2

3

2

3

0101

2

3

0101

2

3

+∞=
+

=

−∞=
⋅

−=
+

=

−∞=
⋅

−=
+

=

−∞=
+

=

∞→∞→

+−→+−→

−−→−−→

−∞→

x

x
y

x

x
y

x

x
y

x

x
y

xx

xx

xx

x

Очевидно, прямая х = –1 является вертикальной асимптотой
функции. Определим наклонные асимптоты:

.1
242

2
lim

2

1

)1(2
lim)(lim

;
2

1

12
12

lim
)1(2

limlim

2

233

2

3

2
3

3

2

3

−=
++

−−−=









−

+
=−=

=





 ++

=
+⋅

==

±∞→±∞→±∞→

±∞→±∞→±∞→

xx

xxxx
x

x

x
kxyb

xx
x

x

xx

x

x

y
k

xxx

xxx

Итак, прямая 1
2

1 −= xy  является наклонной асимптотой кри-

вой, причем точки кривой 
2

3

)1(2 +
=

x

x
y  будут неограниченно при-

ближаться к прямой 1
2

1 −= xy  как при х → –∞, так и при х → ∞.
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На рис. 29 построена простейшая кривая, удовлетворяющая
проведенному исследованию.

Находим производные:

.
)1(

)3(

2

1

)1(

)1(2)1(3

2

1
3

2

4

322

+
+=

+
+−+=′

x

xx

x

xxxx
y

у ′ = 0 при х1 = –3 и х1 = 0 — критические точки 1-го рода.
у ′ = ∞ при х = –1 — граничная точка.
Проводя обычное исследование, находим, что при х = –3 фун-

кция достигает максимума ,
8

27
)3( −=−y  а в точке х = 0  экстрему-

ма нет, так как первая производная при прохождении через х = 0
знак не меняет.

.
)1(

3

)1(

)1(3)3()1)(63(

2

1
46

22332

+
=

+
++−++=′′

x

x

x

xxxxxx
y

у″ = 0 при х = 0 — критическая точка 2-го рода.
у″ = ∞ при х = –1 — граничная точка.

Рис. 29

0

–1

x

y

–1             1
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Составим таблицу изменения знаков первой и второй произ-
водных.

x (–∞; –3) x = –3 (–3; –1) x = –1 (–1; 0) х = 0 (0; ∞)

у″(x) – – – н.с. – 0 +

у ′(x) + 0 – н.с. + 0 +

у(x) R ∩
8

27
max −= T ∩ н.с. R ∩ T ∪

Находим, что х = 0 является абсциссой точки перегиба функ-
ции, причем у(0) = 0.

График  является  выпуклым  на  интервалах  (–∞; –1)  и  (–1; 0)
и вогнутым на интервале (0; ∞).

Окончательный график функции  
2

3

)1(2 +
=

x

x
y  изображен на

рис. 30.

т.п.

 y = 0

Рис. 30

x

y

0

–1
–3      –1                    1
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РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ
КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ ПО РАЗДЕЛАМ 1 И 2
Тема «Функции нескольких переменных» будет рассмотрена

после определенного интеграла.

1. ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА
1.1. Действия с матрицами

1.1.1. Выполнить действия

а) ⇒










 −
−













−
=











 −
−













− 84
168
1220

63
156

912

21
42
35

4
21
52
34

3

Сначала умножаем матрицу на число, а затем вычитаем из
одной матрицы другую

;
141

12
218

8643
161586

)12(92012












−−
−−

−
=















−−−
−−
−−−

⇒

б) нужно перемножить  две матрицы: С = АВ. Это возможно в
случае, если число столбцов матрицы А равно числу строк матри-
цы В. Элемент Сik матрицы С имеет вид:

∑
=

⋅++⋅+⋅=⋅=
n

j
nkinkikijkijik babababaC

1
2211 ...

(i = 1, 2, …, n;    k = 1, 2, …, n),
т.е. элемент матрицы С, стоящей в i-й строке и k-м столбце,  равен
сумме произведений соответственных элементов i-й строки мат-
рицы А  и k-го столбца матрицы В.

.
14312

926
316

351)1(04)1(52)1(14050)1()3(4
321302)1(223120203)3(2
311002)1(120120100)3(2

310
120
013

514
232
102












−−

−
=

=














⋅+⋅−+⋅−⋅+⋅−+⋅⋅+⋅−+−⋅
⋅+⋅+⋅−−⋅+⋅+⋅−⋅+⋅+−⋅−
⋅+⋅+⋅−⋅+⋅+⋅⋅+⋅+−⋅

=

=










−

−
⋅











−
−
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1.2. Вычисление определителей

1.2.1. Убедимся, что определитель ∆ равен нулю

321
422
246

−
−−=∆

а) по определению (одной из схем):

.068682448481636

3)2(4)2()4(6122)2()2(21)4(4326

21
22
46

321
422
246

=−=+−−+−=
=⋅−⋅−−⋅−⋅−⋅⋅−−⋅−+⋅−⋅+⋅⋅=

⊕

=
−

−
−

−−

Справа от определителя приписываются два первых столбца,
берутся со знаком «+» три произведения элементов, стоящих на
главной диагонали и двух диагоналях ей параллельной и  со зна-
ком минус три произведения элементов, стоящих на побочной
диагонали и двух диагоналях ей параллельной;

б) разложением по строке.
Определитель ∆ равен сумме произведений всех элементов про-

извольной его строки на их алгебраические дополнения

∆ = аi1 · Ai1 + аi2 · Ai2 + … + аin · Ain    (i = 1, 2, …, n),

где Aij — алгебраическое дополнение элемента определителя аij,
равное

.)...,,2,1()1( njMA ij
ji

ij =⋅−= +

Здесь Мij — минор элемента аij, т.е. определитель  (n – 1)-го
порядка,  получающийся  после  вычеркивания  из  определителя
n-го порядка i-й строки и j-го столбца.

×
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Вычисляем определитель ∆ разложением по элементам первой
строки

.022)2(4)2(6

)12)2()2((2)1)4(3)2)((1(4))2()4(32(6

21
22

)1(2
31
42

)1(4
32
42

)1(6

321
422
246

312111

131312121111

=⋅+−⋅−−⋅=
=⋅−−⋅−+⋅−−⋅−−+−⋅−−⋅=

=−
−−⋅+−−−⋅+−

−−⋅=

=
−

−−=⋅+⋅+⋅=∆

+++

AaAaAa

1.3. Обратная матрица

1.3.1. Найти обратную матрицу к матрице А и проверить вы-
полнение равенства А · А–1 = Е:

а) 



−= 62

42A . Так как определитель  ∆ матрицы А

,0204)2(6262
42 ≠=⋅−−⋅=−=∆

то матрица А является невырожденной и для нее существует об-
ратная матрица А–1.

Находим алгебраические дополнения для определителя ∆:

A11 = (–1)1+1а22 =6;    A12 = (–1)1+2 · а21 =2;    A21 = (–1)2+1 · а12 = –4;

A22 = (–1)2+2 · а11 = 2.

Составляем матрицу из этих алгебраических дополнений и
транспонируя ее, получаем присоединенную матрицу (А*):

.22
46,24

26 


 −=



−= ∗AAij

Вычисляем обратную матрицу А–1

.

10

1

10

1
10

2

10

3

20

2

20

2
20

4

20

6

22
46

20

11















 −
=















 −
=


 −=

∆
=

∗
− A

A
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Проверяем правильность нахождения обратной матрицы:

.10
01

1,06)2,0(21,063,02
1,04)2,0(21,043,02

1,01,0
2,03,0

62
421

E

AA

=


=






⋅+−⋅−⋅+⋅−
⋅+−⋅⋅+⋅=

=




 −⋅



−=⋅ −

Так как А · А–1 = Е, то обратная матрица найдена правильно;

б) 

⊕

≠=⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==∆











=

.01122212311221312112
23
12
22

123
112
122

,
123
112
122

А

Находим алгебраические дополнения

.212
22;012

12;111
12

;223
22;113

12;012
12

;123
12;113

12;112
11

333231

232221

131211

−===−===

=−=−===−=

===−=−==

AAA

AAA

AAA

Определяем

.
221
011
101

1
;

221
011
101

;
201
210
111

1

−
−

−
==

∆
=

−
−

−
=

−
−

−
=

∗∗
−∗ AA

AAAij

Проверяем

.
100
010
001

)2(1021321)1(2031112)1(3
)2(1011221)1(1021111)1(2
)2(1021221)1(2021112)1(2

221
011
101

123
112
122

1

E

AА

=









=

=














−⋅+⋅+⋅⋅+−⋅+⋅⋅+⋅+−⋅
−⋅+⋅+⋅⋅+−⋅+⋅⋅+⋅+−⋅
−⋅+⋅+⋅⋅+−⋅+⋅⋅+⋅+−⋅

=

=










−
−

−
⋅










=⋅ −

×
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1.4. Системы линейных уравнений

1.4.1. Записать систему в матричном виде bxA = :





=+−
=+

1562
1542

yx
yx

и решить ее средствами матричного исчисления.

Здесь .15
15,,62

42 


=


=



−= by

xxA

Решение этой системы через обратную матрицу А–1  имеет вид

.1 bAx ⋅= −

В пункте 1.3.1: а) была найдена обратная матрица А–1, тогда

.
3
5,1

151,0151,0
15)2,0(153,0

15
15

1,01,0
2,03,0






=







⋅+⋅
⋅−+⋅=


⋅





 −=


= y

xx

Отсюда: х = 1,5;   у = 3.
Можно сделать проверку, т.е. подставить найденные значения

х и у в исходную систему уравнений.
1.4.2. Решить систему методом исключения переменных (ме-

тодом Гаусса):







=+⋅+⋅
=−+⋅

=+⋅+⋅

.1523
,112

,1122

321

321

321

xxx
xxx

xxx

Выберем в качестве первого ведущего уравнения — первое
уравнение системы и оно в дальнейшем остается без изменения, а
в качестве первого ведущего неизвестного — х1.

Исключаем неизвестную х1 из второго и третьего уравнений
системы с помощью первого уравнения. Для этого из 1-го уравне-
ния вычитаем второе, получим х2 + 2х3 = 0, затем 1-ое уравнение
умножаем на 3, а 3-е уравнение — на 2 и вычитаем из одного дру-
гое, получим 2х2 + х3 = 3.

Выписываем систему







=+
=+

=++

.32
,02

,1122

32

32

321

xx
xx

xxx
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Неизвестная  х1  исключена.  Первый  шаг  закончен.  Теперь
второе  уравнение  берется  за  ведущее  и  оно  в  дальнейшем  не
изменяется,  а  за  ведущую  неизвестную  принимается  х2.  Ис-
ключаем  из  3-го  уравнения  х2,  для  этого  2-ое  уравнение  умно-
жаем  на  2  и  вычитаем  из  него  3-е  уравнение  системы,  получа-
ем 3х3 = –3.

Получим систему







−=
=+

=++

.1
,02

,1122

3

32

321

x
xx

xxx

Прямой ход метода Гаусса закончен. Обратным ходом полу-
чаем:

х3 = –1,

х2 = –2 · х3 = –2 · (–1) = 2,

2х1 = 11 – 2х2 – х3 = 11 – 2 · 2 – (–1) = 8,    х1 = 4.

Итак,   х1 = 4,   х2 = 2,   х3 = –1.

1.4.3. Дана система







=−+++
−=−+++

=−+++

.30847125
,1332253

,4352572

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

1. С помощью теоремы Кронекера—Капелли установить со-
вместность системы.

Выписываем матрицу системы А и расширенную матрицу А

.
30847125
1332253
4352572

;
847125
32253
52572














−
−−

−
=













−
−
−

= AA

Рассмотрим минор 2-го порядка

.011211053
72

2 ≠−=−==d
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Далее выпишем четыре минора 3-го порядка

.0
30125
1353
4372

;0
8–125
353
572

;0
4125
253
272

;0
7125
253
572

4
3

3
3

2
3

1
3

=−==−
−

=

====

dd

dd

Так как миноры ,1
3d  2

3d  и 3
3d   равны нулю, то ранг системы

равен двум, а так как минор ,04
3 =d  то и ранг расширенной мат-

рицы равен двум. Равенство рангов расширенной матрицы и мат-
рицы системы на основании теоремы Кронекера—Капелли гово-
рит о том, что система алгебраических уравнений совместна, т.е.
имеет решение.

2. Найти общее решение системы в виде

x1 = f (x3, x4, x5),

x2 = ϕ (x3, x4, x5).

Так как число неизвестных пять, а ранг матрицы равен двум,
то  разность  между ними,  равная  трем  (n – r = 5 – 2 = 3),  говорит
о  том,  что  три  неизвестных  будут  свободными,  пусть  это  бу-
дут x3, x4, x5.

Берем первые два уравнения системы и записываем их отно-
сительно x1 и x2 (коэффициенты при этих неизвестных составля-
ют минор 2-го порядка отличный от нуля), а неизвестные x3, x4, x5

переносим в правую часть:





+−−−=+
+−−=+

.3221353
,5254372

54321

54321
xxxxx

xxxxx

Имеем систему двух уравнений с двумя неизвестными x1 и x2.
Умножая первое уравнение на 5, а второе на 7 и вычитая одно из
другого, найдем x1  и подставляя его в 1-ое уравнение, после пре-
образований получим выражение для x2:

.
11

9

11

2

11

155

,
11

4

11

4

11

306

5432

5431

xxxx

xxxx

+−−=

−−+−=
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Это и будет общее решение исходной системы линейных урав-
нений.

3. Найти частное решение системы a  = (x1, x2, x3, x4, x5), по-
ложив x3 = 5, x4 = 2, x5 = 3 и проверить систему.

Находим x1 и  x2:

.
11

123
3

11

9
2

11

2
5

11

155

,
11

271
3

11

4
2

11

4
5

11

306

2

1

=⋅+⋅−−=

−=⋅−⋅−+−=

x

x

Следовательно, частное решение имеет вид:

.3;2;5;
11

123
;

11

271





 −=а

Подставляем в исходную систему значения: ,
11

271
1 −=x  ,

11

123
2 =x

х3 = 5, х4 = 2, х5 = 3:

.3030;30382457
11

123
12

11

271
5

;1313;13332252
11

123
5

11

271
3

;4343;43352255
11

123
7

11

271
2

==⋅−⋅+⋅+⋅+




 −⋅

−=−−=⋅−⋅+⋅+⋅+




 −⋅

==⋅−⋅+⋅+⋅+




 −⋅

Выполнение тождества для всех уравнений системы говорит о

том, что вектор 




 −= 3;2;5;

11

123
;

11

271
а  является частным реше-

нием исходной системы уравнений.

1.5. Собственные числа и собственные векторы

1.5.1. Найти собственные числа и соответствующие им соб-
ственные векторы для матрицы

.07
25 


=A
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Составляем характеристическое уравнение матрицы А:





−

−=


−


=


−


=− λ
λ

λ
λλλ    7

25
0

0
07
25

10
01

07
25ЕA

или

,07
2  5,0 =−

−=− λ
λλEA

отсюда (5 – λ) · (–λ) – 2 · 7 = 0, или λ2 – 5λ – 14 = 0. Корни этого
уравнения λ1 = –2 и λ2 = 7 и являются собственными числами.

Для отыскания собственных векторов используем систему
уравнений





=−
=+−

.07
02)5(

yx
yx

λ
λ

Полагая λ = λ1 = –2, получаем систему уравнений для первого
собственного вектора :),( 21 uuu





=+
=+

.027
027

21

21
uu
uu

Отсюда 7u1 = –2u2  и  .
7

2
21 uu −=

Следовательно, первым собственным вектором, определяю-
щим первое собственное направление, является

).7;2(–
7

1
1;

7

2
;

7

2
);( 222221 uuuuuuu =





 −=





 −=

Меняя u2, будем получать различные векторы, лежащие на од-
ной прямой (коллинеарные). Все они — собственные.

Полагая λ = λ2 = 7, получаем систему уравнений для отыска-
ния координат второго собственного вектора );( 21 vvv :





=
=+

.07–7
022–

21

21
vv
vv

Отсюда v1 = v2 — общее решение (v2 — свободная, v1 — базис-
ная переменная).

Второй собственный вектор )1;1();();( 22221 vvvvvv ==  опреде-
ляет второе собственное направление.
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2. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ
2.1. Прямая линия на плоскости

2.1.1. На прямую l: 3x + 2y – 12 = 0, которая способна отра-
жать лучи, падает луч, заданный  уравнением l1: 3x + 4y – 18 = 0.
Составить уравнение отраженного луча.

Решение. Так как угол падения луча равен углу отражения луча,
то ∠ ϕ1 = ∠ ϕ2, т.е. tg ϕ1 = tg ϕ2 (рис. 31).

Уравнение отраженного луча — прямой l2 — ищем в виде:
y – yA = k2(x – xA).

Для  нахождения  координат  точки  А  решим  систему уравне-
ний:





=+
=+

.018–43
012–23

yx
yx

Вычитая, найдем: –2у + 6 = 0, у = 3 и 3x = 12 –2у = 12 – 2 · 3 = 6,
x = 2, т.е. xA = 2 и yA = 3.

Найдем угловые коэффициенты прямых l и l1:

.
4

3
,

2

9

4

3
,183–4:

;
2

3
,6

2

3
,123–2:

11 −=+−=+=

−=+−=+=

Kxyxyl

Kxyxyl

Рис. 31

A(2; 3)

y

x

l2

l

l
1

ϕ
2

ϕ1
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Запишем тангенс угла между прямыми l и l1:

.
17

6

2
3

4
3

1

2
3

4
3

1
tg

21

1
1 =






 −





 −+






 −−−

=
+

−=
KK

KKϕ

Для нахождения углового коэффициента прямой l2 запишем
тангенс угла между прямыми l и l2 и учтем, что tg ϕ1 = tg ϕ2:

2

2
2 1

tg
KK

KK

+
−=ϕ    или   ,

17

6

2
3

1

2
3

2

2
=






 −+

−−

K

K

далее

.
2

3
16

2

3
17 22 





 −=





 −− KK

Отсюда .
16

63
2 −=K  Тогда искомое уравнение отраженного луча

имеет вид:

)2(
16

63
3 −−=− xy   или   63x + 16y – 174 = 0.

2.1.2.  Дан  треугольник  АBC  с  вершинами  А(5; 6),  B(4; –5),
C(–4; 5) (рис. 32).

Рис. 32

A(5; 6)

C(–4; 5)
D

B(4; –5)

KE
M

P

y

x0
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Найдем уравнения всех сторон треугольника и их угловые ко-
эффициенты.

Уравнение прямой АВ:

,
1

5

11

6
;

54

5

65

6
;

−
−=

−
−

−
−=

−−
−

−
−=

−
− xyxy

xx

xx

yy

yy

AB

A

AB

A

отсюда 11 · х – у – 49 = 0  или у = 11х – 49  и угловой коэффициент
прямой АВ равен: KAB = 11.

Уравнение прямой АС:

,
9–

5

1–

6
;

54–

5

65

6
;

−=−
−

−=
−
−

−
−=

−
− xyxy

xx

xx

yy

yy

AC

A

AC

A

отсюда

х – 9у + 49 = 0  или 
9

49

9

1 += xy  и .
9

1=ACK

Уравнение прямой ВС:

,
8–

5

10

5
;

44–

4

55

5
;

−=+
−

−=
+
+

−
−=

−
− xyxy

xx

xx

yy

yy

BC

B

BC

B

отсюда

 5х + 4у = 0 или xy
4

5
−=  и ;

4

5
−=BCK

а) вычислим величину внутреннего угла А треугольника:

,9,4
20

98

9
1

111

9
1

11

1
tg ==

⋅+

−
=

⋅+
−=

ACAB

ACAB

KK

KK
A

отсюда ∠ А = 78°27′55″ = 1,37 (с точностью до 0,01) радиан;

б) найдем точку М пересечения медиан.
Определяем координаты точек K и O, делящих стороны АВ и

ВС попалам:

.0
2

55

2
;0

2

44

2

;
2

1

2

56

2
;

2

9

2

45

2

00 =+−=+==−=+=

=−=+==+=+=

CBCB

BA
k

BA
k

yy
y

xx
х

yy
y

xx
х
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Уравнение медианы СK:

,
4

2
9

4

5
2
1

5
;

+

+=
−

−
−

−
=

−
− xy

xx

xx

yy

yy

CK

C

CK

C

отсюда
9х + 17у – 49 = 0.

Уравнение медианы AO:

,
05

0

06

0
;

0

0

0

0

−
−=

−
−

−
−

=
−

− xy

xx

xx

yy

yy

AА

отсюда
6х – 5у = 0.

Решая систему уравнений, описывающих медианы СK и AO,
найдем координаты точки М:

0245147

17
5

056
049179

=−
⋅
⋅+





=−
=−+

x

yx
yx

147
245=x  и  ,2

5
6 == xy  т.е. 







2;
147
245

M ;

в) находим точку Р пересечения высот CD и AE.
Уравнение высоты CD ищем в виде: y – yC = KCD(x – xC) и так

как прямая CD ⊥  прямой АВ, то

.
11

11 −=−=
AB

CD K
K

Тогда

)4(
11
1

5 +−=− xy    или   х + 11у – 51 = 0.

Уравнение высоты АЕ берем в виде: y – yА = KАЕ(x – xА)  и так
как прямая АЕ ⊥  прямой ВС, то

.
5

4

4
5

11 =
−

−=−=
BC

AE K
K

Тогда

)5–(
5

4
6 xy =−   или   4х – 5у +10 = 0.
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Решая систему уравнений:

.
014549

11
5

01054
05111

=−
⋅
⋅+





=+−
=−+

x

yx
yx

Отсюда 
49

145=x  и 
49

1070
10

49
145

41045 =+=+= xy  или ,
49

214=y

т.е. 






49
214

;
49

145
P ;

г) определяем длину высоты треугольника АЕ, опущенной из
вершины А на сторону ВС, для чего запишем нормальное уравне-
ние прямой ВС:

0
45

45
22

=
+±

+ yx
 или .0

41

45 =
±

+ yx

Тогда длина высоты АЕ равна:

;
41

4149

41

49

41

6455

41

45 ==
±

⋅+⋅=
±

⋅+⋅= AA yx
AE

д) площадь треугольника найдем по формуле:

( )

;.)едкв.(49)49049(–
2

1

)2524()2020()24–25(–
2

1

65
54

54
54

54
65

2

1

2

1

=−+±=

=−−+−+±=

=




 −+−

−+−±=

=



 ++±=

AA

CC

CC

BB

BB

AA
yx
yx

yx
yx

yx
yx

S

е) находим систему линейных неравенств, определяющих внут-
реннюю область треугольника АВС вместе с границами.

Имеем: 11х – у – 49 = 0 — уравнение АВ,
5х + 4у = 0 — уравнение ВС,
х – 9у + 49 = 0 — уравнение АС.
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Берем  любую  точку,  лежащую  внутри  треугольника  АВС,
например, точку (1; 1) и подставляем ее координаты в левую часть
уравнений  сторон:  11 · 1 – 1 – 49 = –39 <0;  5 · 1 + 4 · 1 = 9 > 0;
1 – 9 · 1 + 49 = 41 > 0, следовательно, система неравенств имеет
вид:







≥+−
≥+

≤−−

.0499
,045

,04911

yx
yx
yx

2.2. Кривые второго порядка на плоскости

2.2.1. Составить уравнение линии, для каждой точки которой
отношение  расстояния  до  точки  F (2; 4)  к  расстоянию  до  пря-
мой l : x = –4  равно 2. Привести уравнение линии к каноническо-
му  виду и определить вид этой кривой.

Решение. Пусть М (х; у) — текущая точка линии. Из точки М
опускаем  перпендикуляр  на  прямую  х  =  –4,  который  пересека-

ется  с  ней  в  точке  N  (–4;  y).  По  условию  задачи: ,2=
MN

MF
 или

| MF | = 2| MN |.

Тогда

2222 )()(2)()( NMNMFMFM yyxxyyxx −+−=−+−

или

.)()4(2)4()2( 2222 yyxyx −++=−+−

Возводя в квадрат, раскрывая скобки и делая приведение по-
добных членов, получаем:

3х2 + 36х + 60 – (у – 4)2 = 0.

Коэффициент при х2 делаем равным единице, для чего все урав-
нение делим на 3:

.0)4(
3

1
2012 22 =−−++ yxx
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Многочлен, зависящий от х, записываем как полный квадрат:

 х2 + 12х = х2 + 2 · х · 6 = х2 + 2 · х · 6 + 36 – 36 = (х + 6)2 – 36.

 Тогда уравнение примет вид:

,0)4(
3

1
2036)6( 22 =−−+−+ yx

далее

,16)4(
3
1

)6( 22 =−+ − yx

или, деля на 16, имеем:

1
48

)4(

16

)6( 22

=−−+ yx

Вводя новую систему координат:




−=
+=

,4
6

yY
xX

приведем уравнение линии к каноническому виду:

.1
)34(4 2

2

2

2

=− YX

Это есть каноническое уравнение гиперболы.

Замечание. Если ,1=
n

m
 то придем к каноническому уравнению

параболы Y 2 = 2pX, а если ,1<
n

m
 то получим каноническое урав-

нение эллипса:

.1
2

2

2

2

=+
b

Y

a

X
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2.3. Плоскость и прямая в пространстве

2.3.1.  Пирамида   SABC   задана   вершинами:   S (2;  4;  6),
А (3; –4; –2), В (–4; 3; –4), С (–4; –2; –6):

а) уравнение плоскости АВС ищем в виде:

E (x – xA) + F (y – yA) + G (z – zA) = 0,

где вектор },,{ GFEn =  — нормальный вектор к плоскости АВС.

Его мы найдем из векторного произведения .ACABn ×=  Прежде
всего находим координаты векторов

}2,7,7{)}2(–4–);4(––3;3–4{–

};;{

−−=−=
=−−−= ABABAB zzyyxxAB

и

}.4;2;7{}26;42;34{ −−=+−+−−−=AC

Тогда

.351424

27
77

47
27

42
27

427
277

kji

kji
kji

ACABn

⋅+−⋅−=

=−
−+−−

−−−−
−=

−−
−−=×=

Следовательно, }.35;14;24{ −−=n  Подставляем в уравнение
плоскости

–24(х – 3) + (–14)(у + 4) + 35(z + 2) = 0
или

24х + 14у – 35z – 86 = 0;

б) угол в радианах между ребром SC  и гранью АВС найдем

как угол между вектором }12;6;6{}66;24;42{ =+++=CS  и плос-
костью АВС по формуле

.29238,0
1997216

192

126635)14()24(

)1235614624(

||
sin

222222

=
⋅

=

=
++⋅+−+−

⋅+⋅−⋅−=
⋅

⋅
=Θ

CSn

nCS

Отсюда Θ = 16°59′52″ = 0,297 радиан (с точностью до 0,001);
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в) площадь грани АВС найдем по формуле

ед.) (кв.   1997
2

1
35)14()24(–

2

1
||

2

1

2

1 222 =+−+==×= nACABS ;

г) уравнение высоты SK, опущенной из точки S на грань АВС,
ищем в виде:

,
n

zz

m

yy

l

xx sss −
=

−
=

−

где вектор };;{ nmlP  имеет такие же координаты как и вектор
}35;14;24{ −−=n , так как эти векторы коллинеарны.

Тогда:

35

6

14

4

24

2 −=
−

−=
−

− zyx

есть уравнение высоты SK.
Для определения длины высоты SK запишем нормальное урав-

нение плоскости АВС

0
)35(1424

86351424
222

=
−++

−⋅−⋅+⋅ zyx

или

.0
1997

86351424 =−⋅−⋅+ zyx

Тогда длина высоты SK определяется как

;
1997

1997192

1997

86635414224

1997

86351424

⋅=

=−⋅−⋅+⋅=
−⋅−⋅+⋅

= sss zyx
SK

д) объем пирамиды SABC определяем с помощью смешанно-
го произведения векторов:

.
6

1
ASACABV ⋅⋅±=
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Рис. 33

y

4

x4

Найдем
},8;8;1{}26;44;32{ −=++−=AS

тогда

( )
).ед.куб.(32192

6

1
)392224411228112(

6

1

8)7(78)4)(7()1)(2)(2(8)7)(2()1()4(7827
6

1
81
27
77

881
427
277

6

1

=⋅±=+−−++−±=

=⋅−⋅−−−−−−−⋅−−+−⋅−⋅+⋅⋅−±=

=
−
−
−

−
−−
−−

±=V

3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
3.1. Построение графиков элементарных функций

3.1.1. С  помощью  операций  смещения,  растяжения  и  отра-

жения  графиков  функций  y  =  x2  и  
x

y
1=   построить  графики

функций:

а) y = | x2 – 2 · 4x + 12 |.
Под модулем выделим полный квадрат:

y = | (x – 4)2 – 4 |.

Строим  график  функции  y  =  x2,  смещаем  его  на  4  ед.
вправо  по  оси  Ох  —  у = (х – 4)2,  этот  график  смещаем  на  4  ед.
вниз — у = (х – 4)2 – 4 и ту часть графика, которая находится под
осью Ох отображаем относительно оси Ох, получаем график фун-
кции y = | (x – 4)2–4 | (рис. 33).
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Рис. 34

y

x

б) 
x

x
y

−
+=

3
13

   Выделяем   целую   часть   
x

y
−

+−=
3

10
3    или

.
3

10
3

−
−=+

x
y  Строим кривую ,

10
x

y =  отображаем ее относитель-

но оси Ох  — ,
10
x

y −=  смещаем на 3 ед. вправо и на 3 ед. вниз,

получаем график функции 
3

10
3

−
−=+

x
y  или 

x
x

y
−
+=

3
13

 (рис. 34).

3.2. Пределы, непрерывность и разрывы функций

3.2.1. Найти пределы функций:

а) 


 +−−−−
±∞→

3712lim 22 xxxx
x

 (неопределенность ∞ – ∞).

Решение. Умножим и разделим рассматриваемое выражение

на 


 +−+−− 3712 22 xxxx :

=
+−+−−

−=
+−+−−

−+−−−=

=
+−+−−




 +−+−−


 +−−−−

±∞→±∞→

±∞→

3712

45
lim

3712

3712
lim

3712

37123712
lim

2222

22

22

2222

xxxx

x

xxxx

xxxx

xxxx

xxxxxxxx

xx

x

–3

3
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(неопределенность ;
∞
±∞

 числитель и знаменатель разделим на х и

при этом перед lim ставим знак «±»)

;
2

5

11

5

37
1

12
1

4
5

lim

22

±=
+

±=
+−+−−

−
±=

±∞→

xxxx

x
x

б)

.нностьнеопределе  — 
0

0

42224

822028

424

8208
lim

22

2 









=

+⋅−⋅
+⋅−⋅=

+−
+−

→ xx

xx
x

Многочлен в числителе раскладываем на множители и числи-

тель и знаменатель умножим на  ( ):424 ++ хх
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нностьнеопределе—

0

0
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lim

0 x

xx
x

(в числителе применяем формулу преобразования суммы в произ-
ведение, а в знаменателе — формулу половинного аргумента)

.2
2

4

2

4
lim

2sin

4sin
lim

2sin

2sin4sin
lim

2sin2

)2sin(4sin2
lim

002020
====⋅=−⋅−=

→→→→ x

x

x

x

x

xx

x

xx
xxxx

Заменили числитель и знаменатель дроби эквивалентными
бесконечно малыми: sin 4x ~ 4x; sin 2x ~ 2x;
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г) ⇒
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Обозначим теперь ,
12

2

+
−=

x
α  откуда  ,1

2
2 −−=

α
x  причем при

х → ∞ имеем α → 0.
Тогда
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 д)
 

.нностьнеопределе — 1)2(cos)2(coslim 4ctg4ctg 22




 === ∞

→

π
π

πx

x
xC

Полагаем cos 2x = 1 + α (x),  где 0)(lim =
→

x
x

α
π

 и следовательно,
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Вычисляем:

.
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Пусть  t = x – π,  отсюда  x = π + t   и,  если  x → π,  то  t → 0.
Тогда
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Положили  β = 4t  и,  если  t → 0,  то  β  → 4 · 0 → 0.  Имеем

8

1−
== eeC A  окончательно .)2(coslim 8

1
4ctg2 −

→
= ex x

x π
3.2.2. Определить характер точек разрыва или установить не-

прерывность функции f (x) в точках  х1 = 0 и х2 = 2. Схематически
изобразить поведение f (x) в окрестностях этих точек:

а) 






∞<<
≤≤−
<<∞−+

=
.2при4

,20при)2(
,0при)2(2

)( 2

xx
xx
xx

xf

В точке х = 0 функция f (x) непрерывная, т.к.

.4)2(lim)(lim4)2(2lim)(lim 2

0000
=−===+=

+→+→−→−→
xxfxxf

xxxx

В  точке  х = 2  функция  f(x)  имеет  разрыв  1-го  рода,  т.к.

0)202()2(lim)(lim 22

0202
=−−=−=

−→−→
xxf

xx
  и   ==

+→+→
xxf

xx
4lim)(lim

0202

= 4(2 +0) = 8, т.е. )(lim)(lim
0202

xfxf
xx +→−→

≠  (рис. 35).

Рис. 35

f(x)

8

4

0 2 x



134

б) 
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=
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∞−−→ −

x
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x

x

В точке х = 0 имеем разрыв 1-го рода.

.–
0–

4

22

4
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4
lim

,
0
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4
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=
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=
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=
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−

+→

−→

x

x

x

x

В точке х = 2 имеем разрыв 2-го рода.
Рассмотрим поведение функции на бесконечности

0–4
22

4

22

4
lim,04

22

4

22

4
lim

2222
−=

−
=

−
+−=

−
=

− ∞∞− ∞→−∞→
xx

xx

(см. рис. 36).

Рис. 36

0 2 x

f(x)
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–4
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3.3. Производные функций

3.3.1. Найти производные  y ′(x) функций:

а) 
6

53 8
3

1





 ++= xxy .

При  нахождении  производной  y ′   применим  теоремы  о  про-
изводной сложной функции, о производной степенной функции,
о  производной  от  алгебраической  суммы  функций,  о  выносе
постоянной  величины  за  знак  производной:  (с · f (x))′ = c · f ′ (x)
и о производной от постоянной величины: (с)′ = 0:

;
5

1
8

3

1
6

0
5

1
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1
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3
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5
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
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



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=


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
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б) .3
2

4

xy =  Применяя теоремы о производной от сложной фун-
кции и о производной от показательной функции, получим:

.3ln3
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Находим производную:
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)1)(13(
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д) y = (2x)sin3x. Здесь основание и показатель степени зависят
от х. Логарифмируя, получим:

ln y = sin 3x · ln 2x

Дифференцируем обе части последнего равенства по х. Так как

у является функцией х, то ln y есть сложная функция х и .)(ln
y

y
y

′
=′

Следовательно,
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и окончательно

;3sin
1

2ln3cos3)2( 3sin 




 +⋅=′ x

x
xxxy x

е) .6
3

223 =−+

y

x
e yx  Функция задана неявно. Для того, чтобы най-

ти у ′, продифференцируем обе части равенства по х, считая у фун-
кцией от х, а затем разрешим уравнение относительно у ′ :
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)23(
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2323
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x
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Приводим к общему знаменателю:

3у2 · е3x + 2y(3 + 2у ′ ) – 2(y – xу ′  ) = 0.

Отсюда находим

;
)3(2

)92(
232
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yx

yx

eyx

eyy
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⋅+
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ж) 


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,424ln

2 ttx
tty

Здесь функция у аргумента х задана параметрическими урав-
нениями и тогда:
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3.4. Приложения производной

3.4.1. Составить уравнения касательных к кривой 
23

23

−
+=

x

x
y

параллельных прямой 3х + у + 3 = 0.
Решение. Пусть М (x0; y0) — координаты точки касания каса-

тельной и кривой. Уравнение касательной выбираем в виде:

y – y0 = kkac. · (x – x0).
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Так как касательная параллельна прямой 3х + у + 3 = 0, угло-
вой коэффициент которой kпр. = –3, то kkac. = kпр. = –3.

Найдем производную:
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 Так как производная у ′ в точке касания (x0; y0) численно рав-
на угловому коэффициенту касательной, то

,3
)23(

12
)( .2

0
0 −==

−
−=′ kacK

x
xy

отсюда

–12 = –3(3х0 – 2)2 и .0129 0
2
0 =− xx

Получаем

х01 = 0, ,
3

4
02 =x

тогда

1
203

203
01 −=

−⋅
+⋅=y  и .3

2
3
4

3

2
3

4
3

02 =
−⋅

+⋅
=y

Имеем две точки касания М1 (0; –1) и ,3;
3

4
2 







M  соответственно

которым запишем два уравнения касательных: у + 1 = –3(х – 0),
отсюда

3х + у + 1 = 0 и ,
3

4
33 





 −−=− xy

 отсюда
3х + у – 7 = 0.

3.4.2.  Найти  наибольшее  и  наименьшее  значения  функции
 f (x) = 2x3 + 3x2 – 36x  + 1 на отрезке [1; 11].

Решение.  Данная  функция  непрерывна  на  [1;  11].  Находим
f ′(x) = 6x2 + 6x – 36 = 0. Полагая у ′ = 0, имеем x2 + x – 6 = 0,
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отсюда получаем две критические точки: x1 = –3 и x2 = 2. Для на-
хождения наименьшего и наибольшего значений функции на за-
данном отрезке достаточно вычислить ее значения на концах от-
резка и в точке х = 2, так как точка х = –3 не принадлежит отрезку
[1; 11]. Получим:

f (1) = 2 · 1 + 3 · 1 – 36 + 1 = –30,

 f (2) = 2 · 23 + 3 · 22 – 36 · 2 + 1 = –43,

f (11) = 2 · 113 + 3 · 112 – 36 · 11 + 1 = 2630.

Следовательно, наименьшее значение функции равное (–43),
достигается в критической точке х = 2, а наибольшее равно 2630 —
на правом конце отрезка, в точке х = 11.

3.4.3. Исследовать методами дифференциального исчисления
и построить график функции:

.
4)3(

)3(
)(

2

3

−−
−=

x

x
xf

1. Область определения функции.

(х – 3)2 – 4 ≠ 0;  (х – 3)2 ≠ 4; х – 3 ≠ ±2;  х ≠ 5,  х ≠ 1.

Область  определения  —  вся  ось  Ох  за  исключением  точек
х = 5 и х = 1.

2. Точки разрыва и интервалы непрерывности.

.
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lim
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x
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Точки разрыва х = 5 и х = 1. Интервалы непрерывности (–∞; 1),
(1; 5), (5; ∞).

3. Слева  от  точек  разрыва  х = 1 и х = 5 функция  f (x) → –∞,
а справа — f (x) → +∞.

Вертикальные асимптоты: x = 1 и x = 5.
4. Точки пересечения с осями координат. С осью Ох : у = 0,

тогда ,0
4)3(

)3(
2

3

=
−−

−
x

x
 отсюда x = 3.
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С осью Оу : х = 0, тогда .
5

27

4)30(

)30(
)(

2

3

−=
−−

−=xf

Получим точки: 





 −

5

27
;0  и (3; 0).

5. Симметрия графика.

x = 4, тогда .
3
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x = –4, тогда .
45

343

4)34(

)34(
)4(

2

3

−=
−−−

−−=−f

Так как  f (4) ≠ f (–4), то функция общего вида.

6. Находим производную
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Находим критические точки:

у ′ = 0   или   ,0
)4)3((

)36()3(
22

22

=
−−

−−−
x

xxx

отсюда

 ,3231 −=x  ,3232 +=x  х3 = 3.

Исследуем знаки у ′ при переходе через критические точки.

x
•

¿ max ×    × min ¿
у ′

323 −                   3              323 +
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x•
× ¿ × ¿

1            3            5

y″

.0
)4)38((
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)4)34((

)3464()34(
)4(
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)3060()30(
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В интервалах ]323;( −−∞  и );323[ ∞++  функция возрастает,
в интервале ]323;5()5;1()1;323[ +∪∪−  функция убывает.

Так как при переходе через точку 323 −=x  производная ме-
няет знак с «+» на «–», то это точка max.  Точка  323 +=x  будет
точкой min, так как при переходе через нее производная меняет
знак с «–» на «+».  Найдем:

.33
4)3323(

)3323(
)323(

,33
4)3323(

)3323(
)323(
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 7. Для отыскания интервалов выпуклости и вогнутости и то-
чек перегиба найдем вторую производную:

.
)4)3((

)216)(4)3(()3(8
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)3(2)4)3((2)36()3()4)3((

)3((

))62()3()36)(3(2(

)4)3((

)36()3(

42

22

4

22222

2

22

22

22

−−
+−−−⋅−=

=
−

−⋅−−⋅−−−−−−→

→
−

−−+−−−=
′












−−
−−−=′′

x

xxxx

хxxxxx

x

xxxxx

x

xxx
y

Из условия y″ = 0 имеем х – 3 = 0  или х = 3. Условию y″ = ∞
соответствует х = 1 и х = 5 (точки разрыва функции). Наносим
эти три точки на числовую ось и исследуем знак второй произ-
водной на каждом из интервалов:

• •
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В интервалах (–∞; 1) и [3; 5) график функции — выпуклый, а в
интервалах (1; 3] и (5; ∞) — вогнутый. В точке х = 3 график функ-
ции меняет направление выпуклости и так как f(3) = 0, то точка
(3; 0) есть точка перегиба.

8. Наклонную асимптоту ищем в виде:

y = kx + b,

где
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Следовательно, наклонная асимптота имеет вид: у = х – 3.

9. Строим график функции (рис. 37).

Замечание. Вводя новую переменную t = x – 3,  можно рас-

сматривать функцию ,
42

3

−
=

t

t
y  исследовать и построить ее гра-

фик, а затем перенести ось Оf(x) на 3 ед. влево и вместо оси Оt
написать ось Ох.
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3.5. Приближенное решение алгебраических уравнений

3.5.1. Отделить положительный корень уравнения 4x – cos 2x = 0
и решить его приближенно с точностью ε = 0,01:

а) методом деления отрезка попалам;
б) методом Ньютона (метод касательных).

Примечание. Можно считать, что точность ε  достигнута, если
разность между соседними приближениями xk + 1 и xk  удовлетво-
ряет неравенству | xk + 1 – xk | < ε .

а) Пусть дано уравнение

f(x) = 4x – cos 2x = 0,

где функция f (x) непрерывна на 





4
;0

π
 (функция f (x) изменяется

от 1 до 0) и .0)1()0(
4

<−=⋅−=⋅ 




 πππ

ff

Рис. 37

f(x)

3–2 3
1 3 5 x

0

323 +
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Делим 



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
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
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ππ
, на концах которой функция f(x) имеет противоположные

знаки и, так как ,0864,0)1()0(
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
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π
 и т.д.

Последовательно имеем:
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Так  как  ,01,00061,0
256

19

512

37 =<=− εππ
  то  можно  принять

.227,0
512

37 == π
x

б) Отделяем положительный корень уравнения

f(x) = 4x – cos 2x = 0

методом Ньютона.
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Учитывая предыдущее решение, заключаем, что искомый ко-

рень находится на 





8
;

16

ππ
, имеем:

f ′ (x) = 4 + 2sin 2x

f ″ (x) = 4cos 2x.

Отсюда f ′ (x) > 0 и f ″ (x) > 0 при .
816

ππ ≤≤ x  Так как должно

быть f (x0) · f ″ (x0) > 0, то за начальное приближение принимаем

,
80
π=x  ибо .0864,0cos4

488
>=−⋅=





 πππ

f  Вычисление произво-

дим по следующей схеме:

n xn f (xn) f ′ (xn)

0 0,864 5,414 –0,159

1 0,234 0,044 4,902 –0,009

2 0,225 –0,0004 4,870 –0,00008

Находим ,414,5786,0sin24)(
80 =+=′=′ 





 π

fxf   затем h0.

Вычисляем
x1 = x0 + h = 0,393 – 0,159,

f (x1) = f (0,234) = 4 · 0,234 – cos 0,468 = 0,044,

 затем f ′(x1) и h1. Далее определяем

x2 = x1 + h = 0,225,

 f (x2) и f ′ (x2). Так как | x2 – x1 | = | 0,225 – 0,234 | = 0,009 < ε  = 0,01,
то за положительный корень принимаем 0,225.

)(

)(

n

n
n xf

xf
h

′
−=

393,0
8

=
π
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Раздел 3

ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ

3.1. Неопределенный интеграл
3.1.1. Первообразная функция
и неопределенный интеграл

В дифференциальном исчислении по заданной функции F(x)
находят ее производную f (x) = F ′ (x). На практике часто прихо-
дится решать обратную задачу: требуется восстановить функцию
F(x), зная ее производную f (x). Функцию F(x) в этом случае назы-
вают первообразной для f (x).

Определение 1. Функция F(x) называется первообразной для
функции f (x), если производная F(x) равна f (x), т.е.

F ′  (x) = f (x) или dF(x) = f (x)dx.

Пример. Пусть имеем функцию f (x) = 2х. Функция F(x) = x2

является  первообразной  для  f (x),  т.к.  (x2)′ = 2x.  Но  функция
F(x) = x2 + 1 тоже является первообразной функции f (x), так как
(x2 + 1)′ = 2х, и вообще — любая функция F(x) = x2 + С (где С —
произвольная постоянная) есть первообразная для f (x). Таким об-
разом, данная функция имеет множество первообразных, причем
можно показать, что любые две из них отличаются друг от друга
на постоянное число.

Теорема 1 (о двух первообразных). Если F1(x) и F2(x) — две
первообразные функции f (x) на отрезке [a, b], то разность между
ними равна постоянному числу.

Из этой теоремы следует, что если найдена какая-либо перво-
образная F(x) для функции f (x) на некотором промежутке (конеч-
ном или бесконечном), то любая другая первообразная этой фун-
кции может быть найдена по формуле

F(x) = F(x) + C,
где C = const.
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Определение 2. Множество первообразных функции f (x) назы-
вается неопределенным интегралом от функции f (x) и обозначает-

ся символом If (x)dx. Таким образом, по определению имеем:

∫ += ,)()( CxFdxxf

где F(x) — какая-либо первообразная; C = const; х — независимая
переменная интегрирования; f (x) — подинтегральная функция;

f (x)dx — подинтегральное выражение; I — знак интеграла.

Операция нахождения первообразных функции называется ее
интегрированием.

Геометрический смысл неопределенного интеграла. График
первообразной F(x) называют интегральной кривой. В системе ко-
ординат х0у графики всех первообразных от данной функции пред-
ставляют семейство кривых, зависящих от величины постоянной
С и получаемых одна из другой путем параллельного сдвига вдоль
оси 0у. Для примера, рассмотренного выше, имеем:

∫ += .2 2 Cxxdx

Семейство первообразных (х2 + С) геометрически интерпре-
тируется совокупностью парабол.

Если из семейства первообразных нужно найти одну, то зада-
ют дополнительные условия, позволяющие определить постоян-
ную С. Обычно с этой целью задают начальные условия: при зна-
чении аргумента х = х0 функция имеет значение F(x0) = у0.

Пример. Требуется найти ту из первообразных функции у = 2 х,
которая принимает значение 3 при х0 = 1.

Решение. ∫ ==++= .2;31;2 22 ССCxxdx

Искомая первообразная: F(x) = x2 + 2.

Теорема 2 (о существовании неопределенного интеграла).
Если  функция  f (x)  непрерывна  на  отрезке  [a, b],  то  для  этой

функции  существует  неопределенный  интеграл  на  этом  же  от-
резке.
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3.1.2. Таблица основных интегралов

Рассмотрим свойства неопределенных интегралов.

1. ( ) ).()( xfdxxf =
′

∫
2. ( ) ,)()( dxxfdxxfd =∫
3. .)()( CxFxdF +=∫
4. ∫ ∫= .)()( dxxfkdxxfk

5. ∫ ∫ ∫+=+ .)()()]()([ dxxdxxfdxxxf ϕϕ

В интегральном исчислении нет общего приема нахождения
неопределенного интеграла. Существует несколько методов, ко-
торые дают возможность свести заданный интеграл к так называ-
емому табличному. Прием, когда заданный интеграл можно сра-
зу вычислить, используя его свойства и таблицу основных интег-
ралов, называют непосредственным интегрированием.

Таблицы основных интегралов приведены в соответствующих
разделах учебников, их необходимо выучить наизусть.

1. ∫ −≠+
+

=
+

,1,
1

1

nC
n

x
dxx

n
n где С = const.

2. ∫∫ ≠>+=+= .1,0,
ln

, aaC
a

a
dxaCedxe

x
xxx

3. .||ln Cx
x

dx +=∫
4. ∫ +−= .cossin Cxdxx

5. ∫ += .sincos Cxdxx

6. .tg
cos2

Cx
x

dx +=∫
7. .ctg

sin2
Cx

x

dx +−=∫
8.

.tgarc
1

,tgarc
1

22

2

C
a

x

axa

dx

Cx
x

dx

+=
+

+=
+

∫
∫
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9.

.sarc

,sin
1

22

2

C
a

x
in

xa

dx

Cxarc
x

dx

+=
−

+=
−

∫

∫

10. .ln
2

1
22

C
ax

ax

aax

dx +
+
−=

−∫

11. .ln 22

22
Caxx

ax

dx +±+=
±

∫
Необходимо обратить внимание на тесную связь этой табли-

цы с таблицей производных (задача нахождения неопределенно-
го интеграла является обратной по отношению к задаче нахожде-
ния производной). Процесс интегрирования (нахождения неопре-
деленного интеграла) по сравнению с дифференцированием
(нахождением производной) может представлять значительные
трудности. При дифференцировании задача сводится к тому, что-
бы в таблице производных найти подходящую формулу, исходя
из которой с помощью правил дифференцирования вычисляется
искомая производная заданной функции. При интегрировании же
нет какого-либо общего приема вычисления неопределенных ин-
тегралов. Имеется лишь ряд методов, позволяющих свести дан-
ный интеграл к табличным. Поэтому для каждого данного интег-
рала нужно суметь найти подходящий метод, с помощью которо-
го преобразовать данный интеграл к табличному виду, а затем
найти его по соответствующей формуле таблицы интегралов. Рас-
смотрим простейшие методы нахождения неопределенных интег-
ралов.

3.1.3. Интегрирование методом замены переменной

Пусть требуется вычислить интеграл ∫ ,)( dxxf  не являющий-

ся табличным. Введем вместо х новую переменную t, связанную с
х зависимостью х = ϕ (t), где ϕ (t) — дифференцируемая функция,
для которой существует обратная функция. Тогда dx = ϕ ′(t)dt  и
будет иметь место формула:

∫ ∫ ′= .)()]([)( dtttdxxf ϕϕ (3.1)
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Выражение (3.1) называют формулой замены переменной.
Существует  другой  способ  замены  переменной  интегриро-

вания.
Если под знаком интеграла стоит сложная функция, умножен-

ная на производную, т.е. ∫ ′ ,)()]([ dxxxf ϕϕ  то удобно сделать за-

мену u = ϕ (х), du = ϕ ′(х)dx, и тогда будем иметь:

∫ ∫=′ .)()()]([ duufdxxxf ϕϕ (3.2)

Отметим, что формулы (3.1) и (3.2) различаются только обо-
значениями переменных интегрирования.

Пример 3.1. Вычислить интеграл .
cos

tg
2

3

dx
x

x∫
Сделаем замену переменной tg x = t, тогда  .

cos2
)tg(

x

dx
dxxdt =⋅′=

Получим табличный интеграл ,43

4

1
Ctdtt +⋅=∫  где С — произ-

вольная постоянная. Производя обратную замену переменной,
получим:

.tg
4

1

4

1

cos

tg 44
2

3

CxCtdx
x

x +=+=∫

Проверка. 
x

x
xxCx

2

3
34

cos

tg

4

1

4

1
)tg(tg4tg ==

′





 ′⋅⋅+⋅  — подинтег-

ральная функция.

Пример 3.2.  Найти интеграл ∫ +
.

1
dx

x

x

Введем новую переменную интегрирования .xt =  Тогда x = t2

и dx = 2tdt. Используя формулу (3.1), будем иметь:

( ).arctg2)arctg(2

1
2

1

1)1(
2

1
22

11 22

2

2

2

2

CxxCtt

t

dt
dtdt

t

t
dt

t

t
tdt

t

t
dx

x

x

+−=+−=

=





+
−=

+
−+

=
+

=
+

=
+ ∫∫∫∫∫ ∫
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Пример 3.3. Вычислить интеграл ∫ +
.

1 4x

xdx
 Введем новую пере-

менную интегрирования u = x2. Тогда du = 2xdx, и данный интег-
рал будет иметь вид табличного:

.tgarc
2

1

12

1

1 24
Cu

u

du

x

xdx +=
+

=
+∫ ∫

Возвращаясь к старой переменной интегрирования, имеем:

.arctg
2

1

1
2

4
Cx

x

xdx +=
+∫

Пример 3.4. Найти неопределенный интеграл

∫
−

+
23

)1(

x

dxx

и проверить результат дифференцированием.
Решение.  Данный  интеграл  разложим  на  сумму  двух  интег-

ралов:

.
333

)1(
222 ∫∫∫

−
+

−
=

−

+

x

dx

x

xdx

x

dxx

Для  вычисления  первого  из  этих  интегралов  воспользуемся
тем, что

),3(
2

1
)(

2

1 22 xdxdxdx −−==

(и тем самым, множитель х «подведем под знак дифференциала»),
и сделаем замену переменной:

t = 3 – x2.

Получаем:

.
2

1

3

)3(

2

1

3

2
1

2

2

2
dtt

x

xd

x

xdx ∫∫∫
−

−=
−

−
−=

−

Полученный интеграл является табличным: ∫ +
+

+
= .

1

1

C
t

dtt
α

α
α

Применяя эту формулу при ,
2

1−=α  имеем: .
2

1
2
1

Ctdtt +−=− ∫ −
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Возвращаясь к переменной х, получаем:

.3
3

2

2
Cx

x

xdx +−−=
−

∫
Аналогично вычисляем интеграл

.
3

sin
3

sin
3

1

3 2
C

x
arc

x
arcd

x

dx
+=





=

−
∫∫

Окончательно имеем:

.
3

sin3
3

)1( 2

2
C

x
arcx

x

dxx ++−−=
−

+∫

Проверка. Убедимся, что производная от полученного выра-
жения совпадает с подинтегральной функцией. Применяя табли-
цу производных и правило дифференцирования сложных функ-
ций, находим:

( )

.
3

1

3

1

3
1

1

3
arcsin

;
3

)3(
3

1

2

1
3

22

2

2

2

xx

x

x

x
x

x
x

−
=







−

=
′








−
=′−

−
−=

′
−−

Складывая эти два выражения, получаем подинтегральную
функцию. Следовательно, интегрирование выполнено правильно.

3.1.4. Метод интегрирования по частям

Применение этого метода основывается на формуле:

∫∫ −= )()()()()()( xduxvxvxuxdvxu

или
.duvuvdvu ∫∫ −= (3.3)
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Ясно, что эту формулу имеет смысл применять лишь тогда,

когда интеграл ∫ vdu  оказывается более удобным для интегриро-

вания (возможно даже, табличным), чем исходный интеграл ∫ .udv

Возникает вопрос: как представить подходящим образом подин-
тегральное выражение f (x)dx в виде u(x)dv(x). Общего правила
для этого нет. Однако можно пользоваться следующими частны-
ми указаниями:

1. Если  подинтегральное  выражение  содержит  произведение
показательной  (еах)  или  тригонометрической  функции  (sin ax,
cos ax) на многочлен, то за множитель u(x) следует принять мно-
гочлен.

2. Если подинтегральное выражение содержит произведение
логарифмической (ln ax) или обратной тригонометрической фун-
кции (arcsin ax, arccos ax и т.д.) на многочлен, то за множитель
u(x) следует принять логарифмическую или обратную тригоно-
метрическую функцию.

Пример 3.5. .2ln dxxx ⋅⋅∫  Применим формулу интегрирования

по частям  .duuuvdvu ∫∫ ⋅−=⋅  Положим u = ln2 x, dv = xdx, тогда

.
2

ln2 2

,
x

x

x
vdxdu ==

По формуле получим:

.lnln
2

ln2

2
ln

2
ln 2

22
2

2
2 dxxxx

x

x

xx
x

x
dxxx ∫∫∫ ⋅−=⋅−=

Снова применим формулу интегрирования по частям, поло-

жив u = ln x, dv = xdx. Тогда  ,
x

dx
du =  .

2

2x
v =

Тогда

.
4

1
ln

2
ln

22

1
ln

2
ln

2

2
ln

2
ln

2
ln

2
2

2
22

2
2

22
2

2
2

Cxx
x

x
x

dxxx
x

x
x

x

dxx
x

x
x

x
dxxx

++−=+−=

=









⋅−−=

∫

∫∫

Итак, .)1ln2ln2(ln 2
2

2

4
Cxxdxxx

x ++−=∫
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Пример 3.6. Найти интеграл ∫ .22 dxex x

Полагаем u = x2. Оставшееся под интегралом выражение
обозначаем через dv  и преобразуем его с помощью приема «под-
ведения функции под знак дифференциала»:

.
2

2
2











==

x
x e

ddxedv

Для применения формулы интегрирования во частям вычис-
лим du и v:

∫ ==== .
2

,2)(
2

2
xe

dvvxdxxddu

Согласно формуле интегрирования по частям, имеем:

.2
22

22
222 ∫∫ ⋅−= xdx

ee
xdxex

xx
x

Итак,  исходный  интеграл  свелся  к  вычислению  интеграла

.2∫ xdxe x

К нему вновь применяем формулу интегрирования по частям:

.
22

22
2 ∫∫ −= dx

ee
xdxex

xx
x

Итак, получили интеграл табличного вида:

.
4

1
)2(

4

1

2

1

2
222

2

Cexdedxedx
e xxx

x

+=== ∫∫∫
Суммируя проведенные вычисления, имеем окончательно:

.
4

1

2

1

2

1 222222 Cexeexdxex xxxx ++−=∫

Пример 3.7. Найти интеграл ∫ .ln2 dxx

Принимаем  u = ln2 x  и  dv = dх,  тогда  ,
1

ln2 dx
x

xdu =   а

∫ == xdxv  и, применяя формулу (3.3), имеем:

.ln2lnln
2

lnln 222 ∫∫∫ −=⋅−= dxxxxdxx
x

xxxdxx
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Интеграл  ∫ dxxln   находим  по  частям,  принимая  u = ln x  и

dv = dх. Имея в виду, что 
x

dx
du =  и v = x, используя второй раз

формулу (3.3.), получим:

,)1(lnlnlnln 11 CxxCxxx
x

dx
xxxdxx +−=+−=−= ∫∫

а искомый интеграл будет иметь следующий вид:

.)1(ln2lnln 22 Cxxxxdxx +−−=∫
3.1.5. Интегрирование дробно-рациональных функций

Дробно-рациональной функцией (рациональной дробью) на-
зывается отношение двух многочленов. Если степень многочле-
на, стоящего в числителе дроби, не меньше, чем степень много-
члена в знаменателе, то в этой дроби следует выделить целую часть,
т.е. представить ее в виде:

,
)(

)(
)(

xQ

xP
xR +

где R(x), P(x), Q(x) — многочлены, причем степень P(x) меньше

степени Q(x). Рациональная дробь ,
)(

)(

xQ

xP
 обладающая этим свой-

ством, называется правильной. Для интегрирования такой дроби
ее необходимо разложить в сумму простейших дробей, которые
легко интегрируются:

,04,
)(

,
)(

1

1)()(

,||ln

2
2

1

<−
++

+











+

−
⋅

−
−=

−−






 +−=

−−

∫

∫

−

qp
qpxx

DCx

C
bxk

B
dx

bx

B

bx

B

CaxAdx
ax

A

ax

A

k

kkk

т.е. этот квадратный трехчлен не имеет действительных корней
(интегрирование простейших дробей последнего типа будет по-
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казано ниже на примере). Остановимся подробнее на методике

разложения правильной рациональной дроби 
)(

)(

xQ

xP
 в сумму про-

стейших дробей. Это выполняется по следующей схеме:

1. Сначала знаменатель дроби Q(x) необходимо разложить на
множители вида: x – a, (x – b)k, (x2 + px + q)k.

При этом часто используется теорема Виета: если квадратный
трехчлен ax2 + bx + c имеет корни х1, х2, то

ax2 + bx + c = а(х – х1)(х – х2).

2. Далее следует записать разложение дроби 
)(

)(

xQ

xP
 в сумму про-

стейших дробей, оставляя неопределенными коэффициентами А,
B, C, D и т.д. При этом каждому множителю вида (x – а) соответ-

ствует дробь 
ax

A

− , множителю вида (x – b)k соответствует сумма

дробей:

,
)(

...
kbx

C

bx

B

−
++

−

а множителю вида x2 + px + q, если он не имеет действительных
корней (p2 – 4q < 0), соответствует дробь вида:

.
2 qpxx

EDx

++
+

3. Для определения коэффициентов А, B, C, D, Е в этом разло-
жении следует приравнять коэффициенты при одинаковых степе-
нях х у многочлена P(x) и многочлена, который получается в чис-
лителе после приведения записанной суммы простейших дробей к
общему знаменателю (метод неопределенных коэффициентов).
Можно также находить эти коэффициенты путем сравнения зна-
чений указанных многочленов при конкретных значениях х (в пер-
вую очередь, при х, совпадающих с корнями знаменателя Q(x)).

Пример 3.8. Вычислить интеграл ∫ ++
.

842

3

xx

dxx
 Подинтеграль-

ная функция представляет собой неправильную рациональную



157

дробь, поэтому выделим сначала целую часть дроби, поделив с
остатком числитель на знаменатель

84

84

84

2

2

23

3 ++

−−
++−

xx

xx

xxx
x

Таким образом

84

328
4

84 22

3

++
++−=

++ xx

x
x

xx

x

и

.
84

4
84

2

84

)4(
84

84

2

2

22

3

dx
xx

x
x

x

xx

dxx
dxxxd

xx

dxx

∫

∫ ∫ ∫∫

++
+

+−=

=
++

++−=
++

Для нахождения оставшегося интеграла выделим в числителе
дифференциал знаменателя  d(x2 + 4x + 8) = (2x + 4)dx.

Затем разобьем интеграл на два слагаемых и в последнем вы-
делим полный квадрат квадратного трехчлена, стоящего в знаме-
нателе. Тем самым получим:

.
2

2
tgarc8)84ln(44

2

4)2(

)2(
16

84

)84(
44

2

4)44(

4
4

84

)42(
44

2

84

4)42(
44

284

2
2

22

22

22

2

2

2

2

3

C
x

xxx
x

x

xd

xx

xxd
x

x

xx

dx

xx

dxx
x

x

dx
xx

x
x

x

xx

dxx

++++++−=

=
++

++
++
+++−=

=
+++

+
++

++−=

=
++
+++−=

++

∫∫

∫∫

∫∫

x – 4 (целая часть )

(остаток).328

32164 2

+
−−−

x

xx
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Пример 3.9. Вычислить интеграл .
485 23

2

∫ +++ xxx

dxx

1. Подинтегральная  функция  —  правильная  рациональная
дробь.

2. Разложим знаменатель правильной рациональной дроби на
простейшие действительные множители:

x3 + 5x2 + 8x + 4 = x3 + 4x2 + x2 + 4x + 4x + 4 =

=x(x2 + 4x + 4) + (x2 + 4x + 4) = (x + 2)2(x + 1).

3. Разложим правильную рациональную дробь на простейшие:

.
12)2()1()2(

1
2

0
2

2

+
+

+
+

+
=

++ x

B

x

A

x

A

xx

x

Так как в знаменателе правильной дроби есть кратный ли-
нейный множитель, то в разложении появилась простейшая дробь
II типа.

4. Приведем к общему знаменателю все дроби и затем отбро-
сим его:

x2 = А0(x + 1) + А1(x + 1)(x + 2) + В(x + 2)2 =

= А0x + А0 + А1x2 + 3А1x + 2А1 + Вх2 + 4Вx + 4В.

Таким образом, имеем

x2 = (А1 + В)x2 + (А0 + 3А1 + 4В)x + (А0 + 2А1 + 4В).

5. Составляем систему уравнений:

BAA
BAA

BA
x
x

420
430

1

чл. cв.
10

10

1
1

2

++=
++=

+=

6. Решая  систему  уравнений, получим  А0 = –4, А1 = 0 и В = 1,
а исходная подинтегральная функция разложится на простейшие
дроби следующим образом:

.
1

1

2

0

)2(

4

)2)(1( 22

2

+
+

+
+

+
−=

++ xxxxx

x
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7. Вычисляем заданный интеграл:

.|1|ln
2

4
|1|ln)2()2(4

1)2(
4

)2)(1(485

2

22

2

23

2

Cx
x

xxdx

x

dx

x

dx

xx

dxx

xxx

dxx

+++
+

=++++−=

=
+

+
+

−=
++

=
+++

∫

∫∫∫∫
−

Пример 3.10. Найти интеграл .
)32(32 3 2∫

+++ xx

dx

Решение. Заметим, что ,)32(32 2

1

+=+ xx  .)32()32( 3
2

3 2 +=+ xx

Наименьшим общим кратным знаменателем дробей ,
2

1
 

3

2
  является

6. Поэтому, если применить подстановку 2х + 3 = t6, то будет иметь:

,)32( 6

1

+= xt  ,)(32 36 2
1

ttx ==+  ,)()32( 43

2
63 2 ttx ==+

т.е. иррациональности в подинтегральном выражении исчезают.

Так как: ),3(
2

1 6 −= tx   то  .36
2

1 55 dttdttdx ==

Подставляя   найденные   выражения   в   искомый   интеграл,
получаем:

.
1

3
3

)32(32

2

43

5

3 2 ∫∫∫ +
=

+
=

+++ t

dtt

tt

dtt

xx

dx

Таким образом, данный интеграл сведен к интегралу от раци-
ональной функции. Для его нахождения выделим целую часть
подинтегральной функции:

.
1

1
1

1

1)1)(1(

1

11

1

22

+
+−=

+
++−=

+
+−=

+ t
t

t

tt

t

t

t

t

Интегрируя каждое из слагаемых, находим:

.|1|ln
21

22

Ctt
t

t

dtt +++−=
+∫

Возвратимся к старой переменной. Так как ,326 += xt   то по-
лучаем следующий окончательный результат:

.132ln332332
2

3

)32(32

663

3 2
Cxxx

xx

dx +++++−+=
+++

∫
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Пример 3.11. Найти интеграл .
12cos

sinsin3

dx
x

xx∫ −
−

Так как cos 2x = 2cos2 x – 1, то подинтегральная функция име-
ет вид R(sin x, cos x). Заметим, что при замене sin x на –sin x она
меняет знак, т.е. является нечетной относительно sin x. Применя-
ем подстановку cos x = t. Тогда

.
22sin2cos2

)1(sinsin

12cos

sinsin
,1sin,

sin

2

2

2

2

3
22

dt
t

t

x

dt

x

xx

dx
x

xx
tx

x

dt
dx

−
=





 −

−
−=

=
−

−−=−=

Итак, подинтегральное выражение преобразовано к дробно-
рациональному виду. Выделяем целую часть и разложим на про-
стейшие дроби:

.
1

1

1

1

4

1

2

1

)1)(1(

1

2

1

2

1

)1(2

11

22 2

2
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

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

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−
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−
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− ttttt
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t

t

Отсюда

.
1

1
ln

4

1

222 2

2

C
t

tt

t

dtt +
+
−+=

−∫
Возвращаясь к старой переменной x  cos x = t, находим:

.
1cos

1cos
ln

4

1

2

cos

12cos

sinsin3

C
x

xx
dx

x

xx +
+
−+=

−
−∫

3.2. Определенный интеграл
3.2.1. Основные понятия и свойства

Пусть y = f(x) — непрерывная на [a, b] функция. Разобьем [a, b]
точками а = х0 < х1 < х2 < … < хn – 1 < хn = b на n частичных
отрезков

[а, х1], [х1, х2], … , [хn – 1, b].

В каждом из них выберем по одной произвольной точке

ξ 1 ∈  [а, х1], ξ 2 ∈  [х1, х2], … , ξ n ∈  [хn – 1, b].
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Определенным интегралом от функции f (x) по [a, b] называет-
ся величина

.))((lim)( 1
10||max 1

−
=→−

∞→
−= ∑∫

−

iii

n

ixx
n

b

a

xxfdxxf

ii

ξ (3.4)

Свойства определенного интеграла:

.)()()(.5

.0)(то,0)(Если.4

.)()(.3
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dxxgdxxfdxxgxf

dxxfdxxf

3.2.2. Вычисление определенного интеграла

Определенный интеграл связан с неопределенным интегралом
по формуле:

,)()(
a

bb

a

xFdxxf =∫ (3.5)

где F(x) — произвольная первообразная функция f  (x).

).()()( aFbFxF
a

b

−= (3.6)

Формула (3.5) называется формулой Ньютона-Лейбница.
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Пример 3.12.

.
3

7

3

1

3

2

3

3

1

232

1

2 =−==∫ x
dxx

Замена переменной в определенном интеграле отличается от
замены переменной в неопределенном интеграле тем, что:

1) необходимо изменить пределы интегрирования;
2) возвращаться к первоначальной переменной не надо.

Пример 3.13. Пользуясь формулой Ньютона-Лейбница, вычис-
лить определенный интеграл

∫ +

8

3

.
1

dx
x

x

Решение. Чтобы избавиться от иррациональности, сделаем
подстановку 1 + х = t2. Тогда

.
3

32
2

3

8
3

3

27
2

3
2

)1(2
2)1(

38
23

2
1

1

2
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2
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2

=




 +−−=










−=

=−=−=
=→=
=→=

=
=+

=
+ ∫∫∫

t
t

dtt
t

tdtt

tx
tx

tdtdx
tx

x

xdx

Формула интегрирования по частям в определенном интеграле:

∫∫ −=
b

a

b

a a

b

xduxvxvxuxdvxu ),()()()()()( (3.7)

где 
a

b

xvxu )()(  вычисляется по формуле (3.6).

3.2.3. Приложения определенного интеграла

Геометрический смысл определенного интеграла (3.4) состоит
в том, что если график функции y = f (x) ограничивает криволи-
нейную трапецию Φ = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f (x)}, то его величи-
на равна площади этой трапеции. Чтобы убедиться в этом, доста-
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точно рассмотреть рис. 38 и заметить, что площадь криволиней-
ной трапеции:

).()( 1
1

−
=

−≈ ∑ ii

n

i
i xxfS ξ

Это равенство тем точнее, чем больше n. Поэтому точное зна-
чение:

∫∑ =−= −
=→−

∞→
−

b

a

iii

n

ixx
n

dxxfxxfS

ii

.)())((lim 1
10||max 1

ξ (3.8)

Объем тела, образованного вращением криволинейной тра-
пеции вокруг оси Ох, вычисляется по формуле:

∫=
b

a

dxxfV ,)]([ 2π (3.9)

а длина дуги линии y = f (x), заключенной между точками с абс-
циссами а и b, вычисляется по формуле:

.))((1 2 dxxfL
b

a
∫ ′+= (3.10)

Рис. 38

x
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y = f(x)y
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0
=a  ξ
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ξ2 x
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Пример 3.14. Вычислить площадь фигуры, ограниченной ли-

ниями y = x + 2, .62
2

2

+−= x
xy  Сделать чертеж.

Находим точки пересечения заданных линий. Для этого реша-
ем систему уравнений:







+−=

+=

.6
2

2

,2
2x

xy

xy

Для нахождения абсцисс точек пересечения заданных линий ре-
шаем уравнение:

6
2

22
2

+−=+ x
xx   или   х2 – 2х – 8 = 0.

Находим: х1 = –2,  х2 = 4.
Итак, данные линии, представляющие собой параболу и пря-

мую, пересекаются в точках А(–2; 0), В(4; 6) (рис. 39).

Эти линии образуют замкнутую фигуру, площадь которой вы-
числяем по указанной выше формуле:

∫∫
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









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

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
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2
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2
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2
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x
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x
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Рис. 39
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Последний  интеграл  находим  по  формуле  Ньютона-Лейбница:

)ед. кв.(188
6
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2

4
16

6

64

2

16
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432
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
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
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



+−=

−

x
xx

S

Пример 3.15. Вычислить площадь фигуры, ограниченной ли-
ниями y = –x2 + x + 4  и y = –x + 1.

Найдем точки пересечения линий y = –x2 + x + 4, y = –x + 1,
приравнивая ординаты линий: –x2 + x + 4 = –x + 1 или x2 – 2x – 3 = 0.
Находим  корни  х1 = –1,  х2 = 3  и  соответствующие  им  ордина-
ты y1 = 2, y2 = –2  (рис. 40).

По формуле площади фигуры получим:
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Рис. 40
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Пример 3.16. Найти площадь, заключенную внутри лемниска-
ты Бернулли r2 = a2 cos 2ϕ  (рис. 41).

В полярной системе координат площадь фигуры, ограничен-
ной дугой кривой r = f(ϕ) и двумя полярными радиусами ϕ 1 =
α и ϕ 2 = β, выразится интегралом

.)]([
2

1 2 ϕϕ
β

α

dfS ∫=

В силу симметрии кривой (рис. 41) определяем сначала одну
четвертую искомой площади:

.
4

2sin
2

1

2
2cos

2

1

4

1 2

0

4
2

0

2
4

aa
daS =⋅== ∫

π

ϕϕϕ

π

Отсюда S = a2.

Пример 3.17. Найти длину астроиды 3
2

3
2

3
2

ayx =+   (рис. 42).
Дифференцируя уравнение астроиды, получим:

.
3
1

3
1

x

y
y −=′

Рис. 41

4

S

y

x

4

π



167

Поэтому для длины дуги одной четверти астроиды имеем:

.
2

3

2

3
1

4

1

000

3
2

3
1

3
1

3
1

3
2

3
2

axadx
x

a
dx

x

y
L

aaa

===+= ∫∫
Отсюда L = 6a.

Пример 3.18. Вычислить объем тела, образованного вращени-
ем фигуры, ограниченной одной полуволной синусоиды y = sin x
вокруг оси Ох.

Решение.

.
2

2sin
2

1

2

)2cos1(
22

2cos1
sin

2

0

000

2

0

2

ππ

ππππ

π

ππππ

=




 −=

=−=−=== ∫∫∫∫

xx

dxxdx
x

dxxdxyV

Пример 3.19. Вычислить объем тела, полученного вращением
вокруг оси Ох фигуры, ограниченной параболами y = x2 и х = у2

(рис. 43).

Рис. 42

0 x

y

а

L
4

1

а
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Рис. 43

0 А

y

x

y = x2 x = y2

C

D

B(1; 1)

Решение. Решив систему уравнений





=++−=−==
=

,0)1)(1(,0,,
,

2442

2

xxxxxxxxxy
xy

получим x1 = 0, x2 = 1, у1 = 0, у2 = 1, откуда точки пересечения
кривых О(0; 0), В(1; 1). Как видно (рис. 43), искомый объем тела
вращения равен разности двух объемов, образованных вращени-
ем вокруг оси Ох криволинейных трапеций OCBA и ODВA:
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dxxdxxVVV

3.3. Функции нескольких переменных
Пример 3.20. Найти область существования функции

224

1

yx
z

−−
=

Решение. Функция имеет действительные значения, если 4 – x2 –
– y2 > 0 или x2 + y2 < 4. Последнему неравенству удовлетворяют
координаты точек, лежащих внутри окружности радиуса 2  с цен-
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Пример 3.21. Найти точки разрыва функции

.
1

2 yx

xy
z

−
+=

Решение. Функция потеряет смысл, если знаменатель обратится
в нуль. Но x2 – y = 0 или у = x2 — уравнение параболы. Следова-
тельно, данная функция имеет линией разрыва параболу у = x2.

Пример 3.22. Найти частные производные функции z = f (x; y):

a) z = f (x; y) = x5 – 2xy2 + 3xy – x.
Рассматривая y как постоянную величину, получим

.1325)32( 2425 −+−=′−+−=
∂
∂

yyxxxyxyx
x

z
x

Полагая теперь х постоянной величиной, получим

.34–)32( 25 xxyxxyxyx
y

z
y +=′−+−=

∂
∂

б) z = ln(x3 + y3).
Рассматривая у как постоянную величину, получим

.
3

)(
1

33

2
33

33 yx

x
yx

yxx

z
x +

=′+⋅
+

=
∂
∂

тром в начале координат. Область существования функции есть
множество точек внутри этого круга (рис. 44).

Рис. 44
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Полагая теперь x = const, находим

.
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33 yx
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yxy

z
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∂
∂

Полный дифференциал функции z = f (x; y) определяется фор-
мулой

.dy
y

z
dx

x

z
dz

∂
∂+

∂
∂=

Пример 3.23. Найти полный дифференциал функции

 z = 3x2y3 – 2x2y – у.

Находим прежде всего частные производные

.129;46 2223 −−=
∂
∂−=

∂
∂

xyx
y

z
xyxy

х

z

Тогда полный дифференциал равен

dz = 2xy(3y2 – 2)dx + (9x2y2 – 2x2 – 1)dу.

Пример 3.24. Найти частные производные второго порядка
функции z = cosx5y2.

Сначала находим частные производные первого порядка.
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.cos4–sin2–
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Производной функции z = f(x, y) в данном направлении a  на-
зывается:

,sincos αα ⋅
∂
∂+⋅

∂
∂=

∂
∂

y

z

x

z

a

z
(3.11)

где a — угол, образованный вектором a  с осью Оx.
Градиентом функции z = f(x, y) называется вектор, проекция-

ми которого на координатные оси являются соответствующие
частные производные данной функции:

.grad j
y

z

x

z
z

∂
∂+

∂
∂= ι (3.12)

Производная данной функции в направлении a  связана с гра-
диентом функции следующей формулой:

.grad z
a

z
aPΠ=

∂
∂

(3.13)

Пример 3.25. Найти градиент функции z = x2 – xy + y3 в точке
А(1;–1) и производную по направлению вектора .43 ja −= ι

Решение. Частные производные равны:

,2 yx
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По формуле (3.12):
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Производная по направлению по формуле (3.11) равна:
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Используя частные производные, можно решать задачи на
отыскание экстремума функции нескольких переменных.

Точки, в которых дифференцируемая функция f (x; y) может
достигать экстремума (так называемые стационарные точки), на-
ходятся путем решения системы уравнений





=′
=′

0);(
,0);(

yxf
yxf

y

x
(3.14)

(необходимые условия экстремума).
Достаточные условия существования экстремума функции двух

переменных заключаются в следующем: пусть 0);();( =′=′ bafbaf yx

и ),;( bafA xx′′=  ),;( bafB xy′′=  ).;( bafC yy′′=  Составим дискриминант

∆ = А · С – В2.

Тогда: 1) если ∆ > 0, то функция имеет экстремум в точке P(a; b),
а именно, максимум, если A < 0 (или С < 0), и минимум, если А > 0
(или   С  >  0);   2)  если   ∆  <  0,   то   экстремума   в   точке   P   нет;
3) если ∆ = 0, то вопрос о наличии экстремума в точке P остается
открытым (требуется дальнейшее исследование).

Пример 3.26. Найти экстремумы функции

z = ex · (4y – xy – y2).

Решение. Определим стационарные точки z, решая систему
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Эта система имеет решение, если
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Таким  образом,  z  имеет  две  стационарные  точки:  А  (4; 0)
и B (2; 1).

Используем достаточные условия экстремума. Для этого най-
дем частные производные z второго порядка.
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и в точке A нет экстремума.
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Так  как  ∆B > 0  и  ,02
2

2

<−=
∂
∂

e
x

z

B

  то  в  точке  В  функция  z

имеет максимум.
Таким образом функция z = ex (4y – xy – y2) имеет единствен-

ный экстремум — максимум в точке В (2; 1).

′

x

′

y

′

y
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3.4. Двойные интегралы
Свойства двойного интеграла и его вычисление в декартовых

прямоугольных координатах. Пусть функции f(x, y) = f(P) опре-
делена и непрерывна на замкнутой ограниченной области G плос-
кости  0xy, σn = {∆σ1, ∆σ 2, …, ∆σ n} — некоторое  разбиение  обла-
сти G на элементарные подобласти ∆σk, площади которых также
обозначим через ∆σk, а диаметры — через dk. Зафиксируем точки
Pk ∈  ∆σk, k = 1, …, n. Выражение

∑
=

∆=
n

k
kkn PfS

1

)( σ

называется интегральной суммой для функции f(P) по области G.
Если существует предел последовательности интегральных сумм
Sn при 0max

1
→

≤≤ nk
kd  (при этом n → ∞) и если этот предел не зависит

ни от способа разбиения области G на элементарные подобласти
∆σk, ни от выбора точек Pk ∈ ∆ σk, то он называется двойным ин-
тегралом от функции f(x, y) по области G и обозначается через

∫∫
G

dydxyxf .),(

Таким образом,

.)(lim),(
1

max 0
∑∫∫

=

∆=
→

n

k
kk

G
d

Pfdydxyxf
k

σ

Для двойного интеграла справедливы свойства линейности и
аддитивности.

Вычисление двойного интеграла сводится к вычислению повтор-
ных интегралов следующим способом. Пусть область G (рис. 45)
ограничена кривыми y = ϕ1 (x), y = ϕ2(x), х = а, x = b, причем всюду
на [a, b] функции ϕ1 (x) и ϕ2 (x) непрерывны и ϕ1 (x) ≤ ϕ2 (x).
Тогда

,),(),(
)(

)(

2

1

∫∫∫∫ =
x

x

b

aG

dyyxfdxdydxyxf
ϕ

ϕ

(3.15)

причем сначала вычисляется внутренний интеграл по переменной
y (x — параметр), а полученный результат интегрируется по x.
Заметим при этом, что если кривая ϕ1 (x) (или кривая ϕ2 (x)) в
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промежутке а ≤ x ≤ b задается различными аналитическими выра-
жениями, например







≤≤
≤≤=

,при

,при
)( )2(

1

)1(
1

1
bxcx

cxax
x

ϕ
ϕϕ

то интеграл справа записывается в виде суммы двух интегралов

.),(),(),(

)(

)(

)(

)(

)(

)(

2

)2(
1

2

)1(
1

2

1

∫∫∫∫∫∫ +=
x

x

b

c

x

x

c

a

x

x

b

a

dyyxfdxdyyxfdxdyyxfdx

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

Аналогично, если область G ограничена кривыми x = ψ1 (y),
x = ψ2 (y),  y = c,  y = d,  причем  всюду  на  [c, d]  функции  ψ1 (y)
и ψ2 (y) непрерывны и ψ1 (y) ≤ ψ2 (y) (рис. 46), то

.),(),(
)(

)(

2

1

∫∫∫ ∫=
x

yG

d

c

dxyxfdydydxyxf
ψ

ψ

(3.16)

Двойной интеграл, представленный в виде (3.15) или (3.16),
называется также повторным интегралом.

Рис. 46

x

y

d

0

c

Gx = φ
1
(y)

x = φ
2
(y)

Рис. 45

0 a b x

G

y = ϕ1(x)

y = ϕ2(x)y



176

Пример 3.27. Изменить порядок интегрирования в повторном
интеграле

∫∫
−

−−

y

y

dxyxfdy

1

1

1

0 2

.),(

Строим область интегрирования G по пределам интегрирова-

ния: 2
1 1)( yy −−=ψ , ψ2(y) = 1 – y, y = 0, y = 1 (рис 47). Сверху

область G ограничена кривой





≤<−
≤≤−−=

,10при1
,01при1)(

2

2
xx
xxXϕ

а снизу — прямой y = 0. Поэтому имеем

.),(),(),(
1

0

1

0

1

0

0

1

1

1

1

0

2

2

∫∫∫∫∫∫
−−

−

−

−−

+=
xxy

y

dyyxfdxdyyxfdxdyyxfdy

Пример  3.28.  Вычислить  двойной  интеграл   ∫∫ +
D

dydxyx )2( ,

где  область  интегрирования  ограничена  параболами   y = x – x2,
y = 1 – x2 и осью Oy (рис. 48).

Рис. 47

x2 + y2 = 1

–1 0 1 x

y

1

x + y = 1
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Решение. Параболы пересекаются в точке А (1; 0). Область ин-
тегрирования D является правильной в направлении оси Oy и оп-
ределяется неравенствами

0 ≤ x ≤ 1;

x – x2 ≤ y ≤ 1 – x2.
Следовательно,

∫∫∫∫
−

−

+=+
2

2

11

0

.)2()2(
x

xxD

dyyxdxdydxyx

В результате

.
3

2
)142(

])()()1()1([

)()2(

1

0

23

1

0

222222

11

0

2
2

2

∫

∫

∫∫∫

=++−=

=−−−−−+−=

=+=+
−

−

dxxxx

dxxxxxxxxx

dxyxydydxyx
x

xxD

Пример 3.29. Выразить двойной интеграл по функции f(x; y) по
области D, ограниченной параболой y = 3 – x2 и прямой y = –1, через
двукратные интегралы при различном порядке интегрирования.

Решение. Решив систему уравнений 






−=
−=
1

3 2

y

xy
, найдем точки

пересечения параболы и прямой. Это будут точки А (–2; –1) и

Рис. 48

0 x

y

y = x – x2

y = 1 – x2

D

(x, y)

A(1; 0)
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В (2; –1). Вершина параболы находится в точке С (0; 3); ось Оy
является осью симметрии параболы (рис. 49).

Рассмотрим сначала повторный интеграл по области D, инте-
грируя во внутреннем интеграле по y, а во внешнем интеграле —
по x. Для  этого  будем  рассматривать  область  D  как  заключен-
ную  в полосе  между  прямыми  x = –2 и x = 2  (область  D  проек-
тируется на  ось  Oх  в  отрезок  [–2;  2]).  Область  ограничена
снизу  отрезком AB с уравнением y = –1(–2 ≤ x ≤ 2), а сверху —
дугой параболы y = 3–x2 (–2 ≤ x ≤ 2). Следовательно, двукратный

интеграл будет ∫∫
−

−−

23

1

2

2

.);(
x

dyyxfdx

Изменим теперь порядок интегрирования, т.е. будем во внут-
реннем  интеграле  интегрировать  по  х,  а  во  внешнем  —  по  y.
Для  этого  будем  рассматривать  область  D  как  заключенную  в
полосе  между  прямыми  y = –1 и y = 3  (область  D  проектируется
на  ось  Oy  в  отрезок  [–1;  3]).  Область  ограничена  слева  дугой

параболы yx −−= 3    (–1 ≤ y ≤ 3),  а  справа  —  дугой  параболы

yx −= 3  (–1 ≤ y ≤ 3). Эти уравнения получаются, если уравне-

ние y = 3 – x2 разрешить относительно x. Следовательно, теперь

двукратный интеграл будет ∫∫
−

−−−

y

y

dxyxfdy

3

3

3

1

.);(

Рис. 49
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Итак,

∫∫∫∫∫ ∫
−

−−−

−

−−

==
y

y

x

D

dxyxfdydyyxfdxdydxyxf

3

3

3

1

3

1)(

2

2

.);();();(

2

Площадь S плоской области G выражается, в зависимости от
рассматриваемой системы координат, следующими интегралами:

∫∫=
G

dydxS
(3.17)

в декартовых прямоугольных координатах, а в полярных коор-
динатах x = r cos ϕ,  y = r sin ϕ  имеем

.ϕddrrS
G
∫∫=

(3.18)

Пример 3.30. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми
r = a (1 + cos ϕ) и r = a cosϕ (a > 0).

В плоскости Oxy фигура показана на рис. 50.

Вычислим по формуле (3.18) площадь верхней части и удвоим:
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Рис. 50
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y

r = a cosϕ
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Объем V цилиндра, ограниченного сверху непрерывной по-
верхностью z = f (x, y), снизу плоскостью z = 0 и с боков прямой
цилиндрической поверхностью, вырезающей на плоскости Oxy об-
ласть G, выражается интегралом

∫∫=
G

dydxyxfV ),(
(3.19)

(функция f (x, y) ≥ 0 однозначна в области G).

Пример 3.31. Вычислить объем тела, ограниченного поверх-

ностями z = 0, x = 0, y = x, z = 1 –y y .

Решение. Построим чертеж, на котором изобразим тело, огра-
ниченное указанными поверхностями (рис. 51 а). Объем тела

∫∫=
D

dydxzV , где yyz −=1  — уравнение поверхности, ограни-

чивающей тело сверху, а D — область интегрирования, представ-
ляющая собой треугольник в плоскости xOy, ограниченный пря-
мыми x = 0, y = x и y = 1, являющимися линиями пересечения

Рис. 51
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y
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y =
 x
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= 1

0

D
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y = 1

y =
 x

yyz −=1 (1; 1)
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с  плоскостью  xOy (z = 0)  плоскостей  x = 0,  y = x  и  yyz −=1
(рис. 51 б). Вершинами этого треугольника являются точки (0; 0),
(0; 1), (1; 1), получающиеся в результате решения систем уравне-
ний, составленных из соответствующих пар уравнений сторон. Эту
область можно рассматривать как заключенную в полосе между
прямыми y = 0 и y= 1; слева область ограничена прямой x = 0, а
справа — прямой x = y. Следовательно,

( ) ( ) ( )

( )∫ ∫

∫∫∫∫∫
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Раздел 4

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

4.1. Основные понятия
Уравнение, связывающее независимую переменную, неизвест-

ную функцию и ее производные или дифференциалы различных
порядков, называется дифференциальным уравнением.

Порядком дифференциального уравнения называется порядок
старшей производной, входящей в это уравнение. Например, урав-

нение y′ sin x + y tg x = 1 — первого порядка; 3
2

2

x
dx

yd =  — второго

порядка; y″′  – 5хy′ + ху = 0 — третьего порядка.
Функция y = ϕ (x), удовлетворяющая дифференциальному

уравнению, называется решением этого уравнения. График реше-
ния называется интегральной кривой уравнения.

Если функция, удовлетворяющая дифференциальному уравне-
нию, задана неявно, т.е. соотношением вида ϕ (x, у) = 0, то гово-
рят об интеграле уравнения.

Решение дифференциального уравнения, содержащее столько
независимых произвольных постоянных, каков порядок уравне-
ния, называется общим решением этого уравнения. Так, для урав-
нения первого порядка общее решение имеет вид:

y = ϕ (x, С),

а для уравнения второго порядка — вид:

y =ϕ (x, С1, С2).

Функции, получаемые из общего решения при различных чис-
ловых значениях произвольных постоянных, называются частны-
ми решениями этого уравнения.

Геометрически общее решение определяет семейство кривых,
а частное решение — некоторую кривую этого семейства.

Для нахождения частного решения дифференциального урав-
нения задаются начальные условия. Для уравнения первого по-
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рядка они имеют вид y(x0) = y0; для уравнения второго порядка —
вид y(x0) = y0, y′(x0) = y′0. По этим начальным условиям определя-
ются значения произвольных постоянных в общем решении урав-
нения, в результате чего получаются частные решения, удовлет-
воряющие заданным начальным условиям.

Пример 4.1. Проверить, что функция y = cos x является реше-
нием уравнения y″ + y = 0.

Решение. Имеем

y′  = –sin x,   y″ = –cos x.

Подставляя  выражения  для  y″  и  y  в  данное  уравнение,  по-
лучаем:

y″ + y = –cos x + cos x = 0,

т.е., действительно, функция y = cos x является решением данного
дифференциального уравнения.

Пример 4.2. Показать, что функция y, определяемая уравнени-
ем x2 – y2 = 4, является интегралом дифференциального уравне-

ния .
y

x
y =′

Решение. Продифференцировав обе части равенства по пере-
менной х, получим:

2х – 2уу′ = 0,

откуда .
y

x
y =′

4.2. Уравнения с разделяющимися переменными
Дифференциальное уравнение с разделяющимися переменны-

ми имеет вид:

M1(x) N1(y)dx + M2(x) N2(y)dy = 0.

Решается оно следующим образом. Поделив все члены урав-
нения на N1(y) M2(x), получим уравнение

,0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1 =+ dy
yN

yN
dx

xM

xM
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в котором переменные разделены. Общий интеграл уравнения
находится почленным интегрированием:

.
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1 Cdy
yN

yN
dx

xM

xM =+∫∫
Пример 4.3. Найти общий интеграл уравнения

cos2 y ctg x dx + sin2 x tg y dy = 0.

Решение. Разделим переменные в данном уравнении, поделив
обе его части на выражение cos2 y · sin2 x:

.0
cos

tg

sin

ctg
22

=+ dy
y

y
dx

x

x

Интегрируя обе части данного уравнения, получим

∫ ∫ =+ ,
cos

tg

sin

ctg
22

Cdy
y

y
dx

x

x

откуда

.
2

tg

2

ctg– 22

C
yx =+

Воспользуемся тем, что С — произвольная постоянная и заме-

ним С на .
2

C
 Тогда

tg2 y – ctg2 x = C.

Это и есть общий интеграл данного уравнения.

Пример 4.4. Найти общее решение дифференциального урав-

нения первого порядка .0
ln

=−′
x

y
yx

Решение. Выразим производную у′ из уравнения .
ln xx

y
y =′

Правая  часть  разлагается  на  множители   f (x,y) = ϕ (x) · ψ (y),
следовательно, это уравнение с разделяющимися переменными.

Разделим их 
xx

y

dx

dy

ln
=  или .

ln xx

dx

y

dy =  Теперь проинтегрируем
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обе  части  и  для  удобства  допишем  постоянную  интегрирова-
ния в виде ln c.

,
ln

ln
||ln,

ln∫ ∫ ∫==
x

xd
y

xx

dx

y

dy

ln| y | = ln | ln x | + ln c (c > 0)
или

ln| y | = ln с | ln x |,

тогда

 | y | = c | ln x |.

Окончательно у = с · ln x, где с — любое число. Итак, искомое
общее решение у = с ln x.

Пример 4.5. Найти частное решение уравнения (1 + ex)yy′ = ex,
удовлетворяющее начальному условию у |x = 0 = 1.

Решение. Имеем .)1( xx eye
dx

dy =+  Разделяя переменные, полу-

чим: .
1 x

x

e

dxe
ydy

+
=  Интегрируя, найдем общий интеграл:

.)1ln(
2

2

Ce
y x ++=

Теперь найдем С. Положим х = 0, у = 1, тогда

.2ln
2

1
)1ln(

2

1 0 −=⇒++= СCe

Подставляя значение С в выражение общего интеграла, най-
дем частный интеграл:

2ln
2

1
)1ln(

2

2

−++= xe
y

или

,
2

1
ln1

2

1
ln21

2

2







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
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1
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Из начального условия следует, что y > 0 (у |x = 0 = 1), поэтому
перед корнем берем знак плюс. Итак, искомое частное решение:

.1)–2(ln или
2

1
ln1 2

122













=









 ++=
−y

e x 
e

y
x

Пример 4.6. Найти частный интеграл уравнения

y′  sin2 x ln y + y = 0,

удовлетворяющий начальным условиям .1
4

=




 π

y

Решение. Найдем общий интеграл данного уравнения. Для это-
го разделим переменные:

sin2 x ln y dy + y dx = 0,
или

.
sin

ln
2 x

dx
dy

y

y −=

Интегрируя, получаем

.ctg
2

ln2

Cx
y +=

Это и есть общий интеграл данного уравнения. Используя на-

чальные условия ,1
4

=




 π

y  подставляем в выражение общего ин-

теграла заданные значения переменных ,
4

π=x  у = 1 — тем самым

определяем значение произвольной постоянной С:

,
4

ctg
2

1ln2

C+= π

откуда С = –1. Итак, искомый частный интеграл

.1–ctg
2

ln2

x
y =
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4.3. Однородные уравнения
Уравнение вида






=′

x

y
fy (1)

называется однородным уравнением.
Однородное уравнение приводится к уравнению с разделяю-

щимися переменными подстановкой y = ux, где u — новая иско-
мая функция.

Дифференцируя равенство y = ux, получим:

.u
dx

du
x

dx

dy += (2)

Подставив выражения  у  и 
dx

dy
  в уравнение (1), имеем:

),(ufu
dx

du
x =+

откуда

.0
)(

=−
− x

dx

uuf

du
(3)

Это уравнение с разделяющимися переменными. Найдя общее
решение (интеграл) уравнения (3), получаем общее решение (ин-

теграл) данного уравнения (1), заменив u на .
x

y

Пример 4.7. Найти общий интеграл уравнения

(x2 + y2)dx – xy dy = 0.

Решение. Разрешим уравнение относительно производной :
dx

dy

.
22

xy

yx
y

+=′
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Поделив числитель и знаменатель правой части уравнения на
х2, получим:

x
y
x
y

y

2

1 




+

=′
(*)

т.е. y′ есть функция отношения .
x

y  Это означает, что данное урав-

нение — однородное.

Для решения этого уравнения введем новую функцию .
x

y
u =

Тогда y = ux   и   .uxy
dx

du +=′  Уравнение (*) преобразуется в урав-

нение с разделяющимися переменными:

,
1 2

u

u
u

dx

du
x

+=+

или

udx

du
x

1=

откуда

.udu
x

dx =

Интегрируя это уравнение, получим

,ln
2

||ln
2

C
u

x +=

откуда

2
ln

2u

C

x =

т.е.

.2

2u

Cex =

Заменяя в последнем равенстве u отношением ,
x

y
 окончатель-

но получим:

 
.

2

2

2x

y

Cex =
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Пример 4.8. Рассмотрим следующий пример:

.
2

22

xy

yx

dx

dy +=

Решение. Делая подстановку у = хu, приводим уравнение к виду:

.
2

1 2

u

u
u

dx

du
x

+=+

Отсюда

u

u
u

u

u

dx

du
x

2

1

2

1 22 −=−+=

и потому

.;

;;1;
1

|;|ln|1|ln||ln;
1

2

222

22
222

2
2

CxxyCxxy

Cxyx
yx

Cx

u

C
x

Cux
u

udu

x

dx

−±=−=

=−
−

=
−

=

+−−=
−

=

Задача.
В теории резания возникает следующая задача: найти кривую,

касательная к которой в каждой точке образует постоянный угол
α с радиусом-вектором этой точки (рис. 52). По условию задачи
имеем ϕ = α + ψ и потому

.
tgtg–1

tgtg
)(tgtg

ψα
ψαψαϕ +=+= (1)

Рис. 52

0
x

y

α

ψ

ϕ
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Но из рис. 52 видно, что ,tg
x

y=ψ  а, как известно, tg ϕ = y′.

Поэтому равенство (1) можно записать так:

,
1

x
y

k

x
y

k
y

−

+
=′

где для краткости положено k = tg α. Это — однородное уравне-
ние. Сделаем подстановку  у = хu. После простых преобразова-
ний получаем, что

,
1

)1( 2

ku

uk

dx

du
x

−
+=

откуда находим

.lnln)1ln(
2

1
tgarc

1 2 xCuu
k

=++−

Подставляя вместо u значение 
x

y
 получаем равенство:

.lntgarc
1 22

C

yx

x

y

k

+
=

Это равенство проще записать в полярных координатах, по-

ложив x2 + y2 = r2, .tgϕ=
x

y
 Мы получим, что

.kCer
ϕ

=

Эта кривая называется логарифмической спиралью.

4.4. Линейные уравнения
Уравнение вида

)()( xQyxP
dx

dy =⋅+ (1)

называется линейным уравнением.
Линейное уравнение сводится к двум уравнениям с разделяю-

щимися переменными заменой искомой функции у произведени-
ем двух вспомогательных функций u и υ, т.е. y = uυ.
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Тогда

dx

dv
u

dx

du

dx

dy +=υ

и уравнение (1) принимает вид

)()( xQxP
dx

dv
u

dx

du =



 ++ υυ (2)

Пользуясь тем, что одно из вспомогательных переменных, на-
пример υ, выбрано произвольно, подберем его так, чтобы выра-
жение в квадратных скобках обратилось в нуль, т.е. в качестве υ
возьмем одно из частных решений υ = υ(х) уравнения с разделяю-
щимися переменными

.0)( =+ υxP
dx

dv

Подставив выражение υ = υ(х) в уравнение (2), получим урав-
нение относительно функции u:

).(xQ
dx

du =υ

Это также уравнение с разделяющимися переменными. Найдя
общее решение этого уравнения u = u(х, C), получим общее реше-
ние уравнения (1):

y = u(х, C) υ (x).

Пример 4.9. Найти общее решение уравнения

y′ – y tg x = sin x.

Решение. Положим y = uυ, тогда y′ = u′υ + uυ′ и данное уравне-
ние принимает вид

u′υ + uυ′ – uυ tg x = sin x,
или

u′υ + u(υ′  – υ tg x) = sin x. (*)

Решая уравнение υ′ – υ tg x = 0, получим простейшее частное
решение:

,|cos|ln||ln;tg;tg xdxx
d

x
dx

d −=== υ
υ
υυυ

откуда
.

cos

1

x
=υ
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Подставляя υ в уравнение (*), получим уравнение

x
x

u sin
cos

1 =⋅′

из которого находим u:

,cossin;sin
cos

1
dxxxdux

xdx

du ==⋅

откуда

.
2

sin2

C
x

u +=

Итак, искомое общее решение

.
cos

1

2

sin2

x
C

x
uy 










+== υ

Пример 4.10. Решить дифференциальное уравнение:

y′  + y · tg x = cos2 x.

Решение. Полагая y = uυ, приводим это уравнение к виду

υ[u′ + u tg x] + uυ′= cos2x.

Приравняем квадратную скобку к нулю:

u′  + u tg x = 0,
мы получим, что

.cos,coslnln;tg xuxudxx
u

du ==−=

Подставляя полученное значение u в уравнение, получаем сле-
дующее уравнение для υ:

сos x · υ′  = cos2x.

Отсюда находим:

υ′ = cos x,    υ = sin x + C.

Таким образом,

y = uυ = cos x(sin x + C).
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Пример 4.11. Рассмотрим следующую задачу:
Материальная точка движется по прямой линии в сопротив-

ляющейся среде под действием периодически меняющейся силы
F1 = A sin ωt. Сопротивление среды пропорционально скорости
движения. Вывести закон изменения скорости тела, если его на-
чальная скорость равнялась нулю.

По условию на тело действуют две силы: сила сопротивления
среды F2 = –kυ и периодическая сила F1 = A sin ωt. Общая сила
равна  F = –kυ + A sin ωt. Но  по  второму  закону  Ньютона  имеем
F = ma, а ускорение — это производная скорости по времени:

.
dt

d
a

υ=  Отсюда приходим к уравнению

.sin t
m

A

m

k

dt

d ωυυ +−=

Это линейное уравнение первого порядка. Полагая υ = uw, на-
ходим, что

.cossin

;cossin

;sin;

;sin

222

222

t

t

tt

m
k

m
k

m
k

m
k

Cett
m

k

mk

A
uw

Ctt
m

k

mk

Ae
w

te
m

A
weu

t
m

A
u

m

k
uwwu

−

−

+



 −

+
==

+



 −

+
=

=′=

=




 +′+′

ωωω
ω

υ

ωωω
ω

ω

ω

Полагая t = 0, υ = 0, находим

;,0
222222 ω

ω
ω

ω
mk

A
C

mk

A
C

+
=

+
−=

имеем

.cossin
222 



 +−

+
=

− t
m
k

еtt
m

k

mk

A ωωωω
ω

υ
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4.5. Уравнение Бернулли
Уравнением Бернулли называется дифференциальное уравне-

ние 1-го порядка вида:

y = P(x)y + Q(x)ym,

где  m ≠ 0,  m ≠ 1  (при  m = 0  уравнение  является  линейным,  а  при
m = 1 — уравнение с разделяющимися переменными).

Так же, как и линейное, уравнение Бернулли можно проинтег-
рировать с помощью подстановки y = uυ или свести к линейному
уравнению с помощью подстановки z = y1 – m.

Пример 4.12. Решить уравнение .
2

y

x

x

y
y +=′

Полагая y = uυ, приводим уравнение к виду

.0
2

=









−+





 −

υ
υυ

u

x
u

dx

d

x

u

dx

du

Из общего решения u = Cx уравнения

0=−
x

u

dx

du

выбираем в качестве функции u одно частное решение, например

u1 = х.

Подставляя u1 в исходное уравнение, получаем новое уравне-

ние ,0
2

=−
υ

υ
x

x

dx

d
x  или .

1

υ
υ =

dx

d  Его общее решение .2 Cx +=υ

Перемножая u1 и v, получаем общее решение исходного урав-

нения .2 Cxxy +=

Пример 4.13. Решить уравнение Бернулли относительно x = x (y):

.
2

1

2 xy

x

dy

dx −=

Положим x = uυ и приведем уравнение к виду:

.0
2

1

2
=





++





−

υ
υυ

u
u

dy

d

y

u

dy

du
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Рассмотрев уравнение

,0
2

=−
y

u

dy

du

возьмем его частное решение .1 yu =  Тогда мы придем к уравне-

нию ,0
2

1 =+
ydy

d
y

υ
υ

 общее решение которого .ln2

y

C=υ

Перемножая yu =2
1  и υ2, получим общий интеграл исходного

уравнения

.ln2

y

C
yx =

4.6. Дифференциальные уравнения
второго порядка вида  y″″″″″ = f (x)

Уравнения вида y″  = f (x) решаются двукратным интегрирова-
нием. Полагая y′ = z, получим y″ = z′ ; в результате приходим к
уравнению первого порядка с разделяющимися переменными:

),(xfz =′   или  ),(xf
dx

dz =   или  dz = f (x)dx.

Интегрируя это уравнение, получим

∫ ∫= ,)( dxxfdz

откуда
z = F (x) + C1

[здесь F (x) — первообразная от f (x)]. Заменяем в последнем урав-

нении z значением :
dx

dy

,)( 1CxF
dx

dy +=

или
dy = [F (x) + C1]dx.
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Интегрируя последнее уравнение, находим

,)( 21 CxCdxxFy ++= ∫
откуда

у = Φ(х) + С1х + С2.

Это и есть общее решение уравнения y″ = f (x).

Пример 4.14. Найти общее решение уравнения

y″ = 1 – x2.

Решение. Положим ,z
dx

dy =  тогда данное уравнение запишется

в виде:

,–1 2x
dx

dz =   или    dz = (1 – x2)dx.

В результате интегрирования найдем

.
3 1

3

C
x

xz +−=

Отсюда

,
3 1

3

C
x

x
dx

dy +−=   или   .
3 1

3

dxC
x

xdy 









+−=

Интегрируя это уравнение, получаем общее решение

.
122 21

42

CxC
xx

y ++−=

Пример 4.15. Найти частное решение уравнения

y″ = sin x – 1,

удовлетворяющее   заданным   начальным   условиям   y (0) = –1,
 y′ (0) = 1.

Решение. Имеем ,z
dx

dy =  откуда

;)1(sin,1–sin dxxdzx
dx

dz −==

z = –cos x – x + C1.
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Следовательно,

y′ = –cos x – x + C1.

Используя начальные условия y′ (0) = 1, получаем

1 = –cos 0 + C1,

откуда C1 = 2. Таким образом,

,2cos– +−= xx
dx

dy

или
dy = (–cos x – x + 2)dx.

Интегрируем это уравнение:

.2
2

sin 2

2

Cx
x

xy ++−−=

Используя   теперь   начальные   условия   y  (0)  =  –1,   находим
C2 = –1. Итак, искомое частное решение имеет вид:

.12
2

sin
2

−+−−= x
x

xy

4.7. Линейные однородные дифференциальные
уравнения второго порядка с постоянными

коэффициентами
Линейным однородным дифференциальным уравнением вто-

рого порядка с постоянными коэффициентами называется урав-
нение вида

y″ + py′  + qy = 0. (1)

Для отыскания общего решения уравнения (1) составляется
характеристическое уравнение

r2 + pr + q = 0, (2)

которое получается из уравнения (1) заменой в нем производных
искомой функции соответствующими степенями r, причем сама
функция заменяется единицей.
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Тогда общее решение уравнения (1) строится в зависимости
от характера корней r1 и r2 уравнения (2). Здесь возможны три
случая.

1-й с л у ч а й. Корни r1 и r2 — действительные и различные.
Тогда общее решение уравнения (1) имеет вид:

.21
11

xrxr
eCeCy += (3)

2-й с л у ч а й.  Корни   r1   и   r2   —   действительные   и   равные:
r1 = r2 = r. В этом случае общее решение уравнения (1) имеет вид:

у = (С1 + С2 x)erx. (4)

3-й с л у ч а й.  Корни   r1   и   r2   —   комплексно   сопряженные:
r1 = α + β i, r2 = α – β i. Тогда общее решение зависывается так:

у = eax(С1 cos βx + С2 sin βx). (5)

Пример 4.16. Найти общее решение уравнения

y″ – 5y′  – 6y = 0.

Решение. Запишем характеристическое уравнение; для этого
заменим функцию у и ее производные y′ и y″ соответствующими
степенями r: r0 = 1, r и r2. Тогда получим

r2 – 5r – 6 = 0,

откуда   r1 = –1,   r2 = 6.   Так   как   корни   характеристического
уравнения действительные и различные, то общее решение дан-
ного дифференциального уравнения согласно формуле (3) имеет
вид:

у = С1e–x + С2e6x.

Пример 4.17. Найти общее решение уравнения

y″ – 4y′  + 4y = 0.

Решение. Составляем характеристическое уравнение

r2 – 4r + 4 = 0,



199

из которого находим r1,2 = 2. Характеристическое уравнение име-
ет равные действительные корни, поэтому согласно формуле (4)
общее решение запишется следующим образом:

у = e2x(С1 + С2x).

Пример 4.18. Найти общее решение уравнения

y″ + 9y = 0.

Решение. Этому уравнению соответствует характеристическое
уравнение

r2 + 9 = 0,

имеющее два мнимых сопряженных корня r1,2 = ±3i. Используя
формулу (5) при α = 0 и β = 3, получаем общее решение

у = С1 cos 3x + С2 sin 3x.

Пример 4.19. Найти общее решение уравнения

y″ + 6y′ + 25y = 0.

Решение. Характеристическое уравнение

r2 + 6r + 25 = 0

имеет два комплексно сопряженных корня r1,2 = –3 ± 4i. По фор-
муле (5) при α = –3 и β = 4, получаем общее решение

у = e–3x(С1 cos 4x + С2 sin 4x).

Пример 4.20. Найти частное решение уравнения y″ – 3y′ + 2y = 0,
удовлетворяющее    заданным    начальным    условиям   y(0)  =  1,
y′ (0) = –1.

Решение. Запишем характеристическое уравнение

r2 – 3r + 2 = 0

его  корни  r1 = 1,  r2 = 2.  Следовательно,  общее  решение  имеет
вид:

у = С1ex + С2e2x.
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Далее, используя начальные условия, определяем значения
постоянных С1 и С2. Для этого подставим в общее решение задан-
ные значения х = 0, у = 1; в результате получим одно из уравне-
ний, связывающее С1 и С2:

1 = С1 + С2.

Второе уравнение относительно С1 и С2 получим следующим
образом. Продифференцируем общее решение:

у′  = С1e
x + 2С2e2x

и  подставим  в  найденное  выражение  заданны е значения  х = 0,
у′ = –1:

–1 = С1 + 2С2.

Из системы





=+
=+

1–2
,1

21

21
CC

CC

находим С1 = 3, С2 = –2. Следовательно, искомое частное реше-
ние имеет вид

у = 3ex – 2e2x.

4.8. Линейные неоднородные дифференциальные
уравнения второго порядка с постоянными

коэффициентами
Линейное неоднородное дифференциальное уравнение второ-

го порядка с постоянными коэффициентами имеет вид:

y″ + py′  + qy= f (x). (1)

Оно отличается от соответствующего линейного однородно-
го уравнения

y″  + py′  + qy = 0. (2)

наличием в правой части некоторой функции f (x).
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Для нахождения общего решения уравнения (1) сначала нуж-
но найти общее решение y  уравнения (2), а затем найти какое-
либо частное решение у* уравнения (1). Их сумма есть общее ре-
шение данного неоднородного уравнения (1):

.∗+= yyy

Приведем  правило  отыскания  частного  решения  у*  уравне-
ния (1) в следующих двух случаях:

правая часть f (x) имеет вид

f (x) = ekxPn(x). (3)

где Pn(x) — многочлен степени n;
правая часть f (x) имеет вид

f (x) = a cos λx + b sin λx. (4)

Рассмотрим каждый из этих случаев в отдельности.

I. Пусть правая часть уравнения (1) имеет вид

f (x) = ekxPn (x),

причем  число  k  не  является  корнем  характеристического  урав-
нения

r2 + pr + q = 0, (5)

соответствующего однородному уравнению (2). Тогда частное
решение уравнения (1) следует искать в форме

у* = ekx Qn(x), (6)

где Qn(x) — некоторый многочлен той же степени n с неопреде-
ленными коэффициентами.

Если же число k является корнем характеристического урав-
нения  (5),  то  частное  решение  уравнения  (1)  следует  искать  в
форме

у* = xmekx Qn (x), (7)

где m — кратность корня k (т.е. m = 1, если k — однократный
корень, и m = 2, если k — двукратный корень).
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II. Пусть теперь правая часть уравнения (1) имеет вид:

f (x) = a cos λx + b sin λx,

причем числа ±λ i  не являются корнями характеристического урав-
нения (5). Тогда частное решение уравнения (1) следует искать в
форме

у* = А cos λx + В sin λx, (8)

где А и В — неопределенные коэффициенты.
Если же комплексные числа ±λi являются корнями характери-

стического уравнения (5), то частное решение уравнения (1) сле-
дует искать в форме

у* = x(А cos λx + В sin λx). (9)

Пример 4.21. Найти общее решение уравнения

y″ + 4y′  + 3y = (8x2 + 84x)ex.

Решение:
1. Найдем общее решение y  соответствующего однородного

уравнения

y″ + 4y′ + 3y = 0.

Решая отвечающее ему характеристическое уравнение

r2 + 4r + 3 = 0,

получаем корни r1 = –3, r2 = –1. Следовательно,

.2
3

1
xx eCeCy −− +=

2. Перейдем к отысканию частного решения у* данного урав-
нения. Здесь правая часть f (x) = (8x2 + 84x)ex имеет вид (3): n = 2,
P2(x) = 8x2 + 84x, k = 1, причем k = 1 не является корнем характе-
ристического уравнения. Следовательно, частное решение у* нуж-
но искать в форме

у* = (Аx2 + Bx + C )ex,
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где А, B и C — некоторые коэффициенты, подлежащие определе-
нию. Для их отыскания воспользуемся тем, что у* должно быть
решением данного уравнения. Найдем y*′ и  y*″:

;)224(

)22()2(

,)2()2()(

2

2

22

x

xx

xxx

eCBABxAxAx

eBAAxeCBBxAxAxy

eCBBxAxAxeBAxeCBxAxy

+++++=

=+++++++=

++++=++++=
∗ ′′

∗ ′

теперь подставим выражения для у*, y*′ и  y*″ в данное уравнение:

(Ax2 + 4Ax + Bx + 2A + 2B + C)ex + 4(Ax2 + 2Ax + Bx + B + C)ex +
+3(Ax2 + Bx + C)ex = (8x2 + 84x)ex.

Сокращая обе части полученного равенства на ex и группируя
члены при одинаковых степенях х, в результате получим

Ax2 + (12А + 8В)x + (2А + 6В +8С) = 8x2 + 84x.

Это равенство выполняется тождественно только в том слу-
чае, когда коэффициенты при одинаковых степенях х в обеих час-
тях равенства равны между собой.

Итак, имеем следующую систему уравнений для отыскания
коэффициентов А, В и С:







=++
=+
=

.0862
,84812

,88

CBA
BA

A

Решая эту систему, найдем А = 1, В = 9, С = –7. Таким обра-
зом, получаем искомое частное решение

у* = (х2 + 9x – 7)ex.

Теперь можно записать общее решение данного уравнения

.)79( 2
2

3
1

xxx exxeCeCyyy −+++=+= −−∗

Пример 4.22. Найти общее решение уравнения

y″  + 6y′  + 9y = 14e–3x.

Решение. 1. Найдем y .
Характеристическое   уравнение   r2 + 6r + 9 = 0,   имеем   корни

r
1
 = r

2
 = –3. Следовательно,

.)( 3
21

xexCCy −+=
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2. Найдем теперь у*. Здесь правая часть имеет вид (3): n = 0,
P0 = 14, k = –3. Так как k = –3 является двукратным корнем ха-
рактеристического уравнения, то частное решение у* следует
искать в форме

у* = Ах2e–3x,

где А — коэффициент, подлежащий определению. Вычислим про-
изводные y*′ и  y*″:

.)2129(

,)23(
32

32

x

x

eAAxAxy

eAxAxy
−∗ ′′

−∗ ′

+−=

+−=

Подставляя выражения для  y*, y*′ и  y*″ в данное уравнение,
сокращая обе его части на e–3x и приводя подобные члены, в итоге
получим 2А = 14, откуда А = 7. Следовательно, искомое частное
решение имеет вид:

у* = 7х2e–3x.

Итак, общее решение данного уравнения

.7)( 323
21

xx exexCCyyy −−∗ ++=+=

Пример 4.23. Найти общее решение уравнения

y″ – 4y′ + 5y = 2 cos x + 6 sin x.

Решение. 1. Найдем y . Характеристическое уравнение

r2 – 4r + 5 = 0

имеем корни r1,2 = 2 ± i. Следовательно,

).sincos( 21
2 xCxCey x +=

2. Будем теперь искать у*. Здесь правая часть f (x) имеет вид (4):
а = 2, b = 6, λ = ± i. Числа ± i не являются корнями характеристи-
ческого уравнения, поэтому частное решение у* следует искать в
форме

у* = А cos x + В sin x,
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где А и В — неопределенные коэффициенты. Найдем производ-
ные y*′ и  y*″:

;sincos

,cossin

xBxAy

xBxAy

−−=

+−=
∗ ′′

∗ ′

подставляя теперь выражения для y*, y*′ и  y*″ в данное уравне-
ние и группируя члены при cos x и sin x, в результате получим

(4А – 4В) cos x + (4А + 4В) sin x = 2 cos x + 6 sin x.

Следовательно, для нахождения А и В имеем систему




=+
=−

.644
,244

BA
BA

откуда А = 1, .
2

1=B  Таким образом,

.sin
2

1
cos xxy +=∗

Итак, общее решение данного уравнения имеет вид:

.sin
2

1
cos)sincos( 21

2 xxxCxCeyyy x +++=+= ∗

Пример 4.24. Найти общее решение уравнения

y″ + 4y = 12 cos 2x.

Решение. 1. Найдем сначала y . Характеристическое уравне-
ние r2 + 4 = 0, имеет корни r1,2 = ± 2i. Следовательно,

.2sin2cos 21 xCxCy +=

2. Переходим к нахождению у*. Здесь правая часть f (x) имеет
вид (4): а = 12, b = 0, λ = ± 2i. Так как числа ± 2i являются корнями
характеристического уравнения, то частное решение следует ис-
кать в форме

у* = x(А cos 2x + В sin 2x),
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где А и В — неопределенные коэффициенты. Имеем

).2sin42cos4(

)2cos22sin2(2cos22sin2

),2cos22sin2(2sin2cos

xBxAx

xBxAxBxАy

xBxAxxBxАy

−−+
++−++−=

+−++=
∗ ′′

∗ ′

Подставив y*′ и  y*″ в данное уравнение и приведя подобные
члены, получим

4В cos 2x – 4А sin 2x = 12 cos 2x,

откуда





=−
=

,04
,124   

A
B

т.е. А = 0, В = 3. Поэтому

у* = 3x sin 2x.

Итак, общее решение

.2sin32sin2cos* 21 xxxCxCyyy ++=+=

Пример 4.25. Найти частное решение уравнения

y″ + 2y′  – 8y = (12x + 20)e2x,

удовлетворяющее начальным условиям y (0) = 0,  y′ (0) = 1.

Решение. 1. Характеристическое уравнение r2 + 2r – 8 = 0 име-
ет корни r1 = –4, r2 = 2. Следовательно,

.2
2

4
1

xx eCeCy += −

2. Правая  часть  данного  уравнения  имеет  вид  (3): n = 1,
P1(х) = 12х + 20, k = 2. Так как k = 2 является однократным кор-
нем характеристического уравнения, то частное решение у* ищем
в форме

у* = x(Ах + B)e2x = (Ах2 + Bx)e2x.
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Отсюда

.)42484(

)224()2444(

,)222()2()22(

22

222

22222

x

xx

xxx

eBABxAxAx

eBAAxeBBxAxAxy

eBBxAxAxeBAxeBxAxy

++++=

=++++++=

+++=+++=
∗ ′′

∗ ′

Подставляя y*, y*′ и  y*″ в данное уравнение, сокращая обе его
части на е2х и приводя подобные члены, окончательно получим

12Ах + (2А + 6B) = 12х + 20.

Решая систему





=+
=

,2062
,1212

BA
A

находим А = 1, В = 3. Отсюда

у* = (х2 + 3х)e2x.

Итак, найдено общее решение данного уравнения

.)3( 222
2

4
1

хxx еххeCeCyyy +++=+= −∗

3. Для нахождения искомого частного решения воспользуемся
заданными начальными условиями. Найдем производную обще-
го решения

у′ = –4С1e–4x + 2С2e
2x + (2x2 + 8x + 3)e2x;

подставив в выражения для общего решения и его производной
значения х = 0, у = 0, у′  = 1, получим систему уравнений для на-
хождения С1 и С2:





++−=
+=

.3241
,0

21

21
CC

CC

Отсюда ,
3

1
1 =C  .

3

1
2 −=C  Таким образом, искомое частное ре-

шение имеет вид:

.)3(
3

1

3

1 2224 xxx exxeey ++−= −
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Раздел 5

РЯДЫ

5.1. Основные понятия
Числовым рядом называется выражение вида:

а1 + а2 + а3 + … + аn + …,

где числа а1, а2, а3, … аn, называемые членами ряда, образуют бес-
конечную последовательность.

Ряд называется сходящимся, если последовательность его час-
тичных сумм

S1 = а1,
S2 = а1 + а2,
S3 = а1 + а2 + а3,
.  .  .  .  .  .  .  .  .  .
Sn = а1 + а2 + а3 + … + an

при n → ∞ имеет конечный предел: .lim SSn
n

=
∞→

 Этот предел назы-

вается суммой сходящегося ряда. Если конечный предел n
n

S
∞→

lim  не
существует, то ряд называется расходящимся.

Пример 5.1.  Написать пять первых членов последовательнос-
ти, если ее n-й член an имеет вид:

1) ;
14

1

−n
  2) ;

14

1
)1(–

−
⋅

n
n   3) ;

2

12
n

n +
  4) .

)1(–2 1

n

n−+

Решение. Вместо n подставляем 1, 2, …, 5:

1) ;
19

1
  ,

15

1
  ,

11

1
  ,

7

1
  ,

3

1
  :

14

1

−n

2) ;
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1
  –,
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1
  ,
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1
 – ,

7

1
  ,

3

1
 – :

14

1
)1(–

−
⋅

n
n

3) ;
32

33
  ,

16

17
  ,

8

9
  ,

4

5
  ,

2

3
  :

2

12
n

n +

4) .
5

3
  ,

4

1
  ,

3

3
  ,

2

1
  ,

1

3
  :

)1(–2 1

n

n−+
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Пример 5.2. Пользуясь непосредственно определением, пока-
зать что ряд сходится, и найти его сумму.

.  ...
)1(

1
...

43

1

32

1

21

1

)1(

1

1

+
+

++
⋅

+
⋅

+
⋅

=
+∑

∞

= nnnn
n

Решение. По определению частичной суммы ряда имеем:

......................................................

,
5

4

20

1

4

3

,
4

3

12

1

3

2

,
3

2

6

1

2

1

,
2

1

43214

3213

212

11

=+=+++=

=+=++=

=+=+=

==

aaaaS

aaaS

aaS

aS

Таким образом, получаем следующую последовательность частич-
ных сумм:

,...  ,
5

4
  ,

4

3
  ,

3

2
  ,

2

1

общий член которой равен: .
1+n

n
 Ясно, что эта последователь-

ность сходится и ее предел равен единице:

.1
1

limlim =
+

=
∞→∞→ n

n
S

n
n

n

Это означает, что данный ряд сходится и сумма его равна единице.

5.2. Необходимый признак сходимости ряда.
Достаточные признаки сходимости рядов

с положительными членами
Ряд может сходиться только при условии, что его общий член

аn при неограниченном увеличении номера n стремится к нулю:

0lim =
∞→

n
n

a  – это необходимый признак сходимости ряда.

Если же ,0lim ≠
∞→

n
n

a  то ряд расходится – это достаточный при-

знак расходимости ряда.
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Для знакоположительных числовых рядов имеют место сле-
дующие достаточные признаки, по которым можно установить
их сходимость или расходимость.

1. Признак сравнения. Если члены знакоположительного ряда

а1 + а2 + … + аn + … , (1)

начиная с некоторого номера, не превосходят соответствующих
членов ряда

b1 + b2 + … + bn + … , (2)

то из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1), а из расхо-
димости ряда (1) следует расходимость ряда (2).

При исследовании рядов на сходимость и расходимость по
этому признаку часто используется геометрическая прогрессия

а + аq + aq2 + … + аqn
 + … (a > 0),

которая сходится при | q | < 1 и расходится при | q |  ≥ 1, и гармони-
ческий ряд

,...
1

...
3

1

2

1
1 +++++

n

являющийся расходящимся рядом.

2. Признак Даламбера. Если для ряда (1)

,lim 1 l
a

a

n

n

n
=+

∞→

то при l < 1 ряд сходится, при l > 1 – расходится (при l = 1 вопрос
о сходимости ряда остается нерешенным).

Пример 5.3. Пользуясь необходимым признаком сходимости,
показать, что ряд

,...
1

...
4

3

3

2

2

1
1 +

+
+++++

n

n

расходится.
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Решение. Найдем

.1
1

limlim =
+

=
∞→∞→ n

n
a

n
n

n

Таким образом, предел общего члена ряда при n → ∞ отличен от
нуля, т.е. необходимый признак сходимости не выполняется. Это
означает, что данный ряд расходится.

Пример 5.4. Исследовать на сходимость ряд

. ...
25

1
...

25

1

25

1

25

1
32

+
⋅

++
⋅

+
⋅

+
⋅ n

Решение. Сравним данный ряд с рядом

.  ...
2

1
...

2

1

2

1

2

1
32

+++++
n (*)

Ряд (*) сходится, так как его члены образуют бесконечно убываю-

щую геометрическую прогрессию со знаменателем .
2
1=q  При этом

каждый член 
nna

25

1

⋅
=   данного ряда меньше соответствующего

члена 
nnb

2

1=  ряда (*). Поэтому, согласно признаку сравнения,

данный ряд сходится.

Пример 5.5. Исследовать на сходимость ряд

. ...
1

...
3

1

2

1
1

333
+++++

n

Решение. Сравним данный ряд с гармоническим рядом

.  ...
1

...
3

1

2

1
1 +++++

n

Каждый член 
3

1

n
na =  данного ряда, начиная со второго, боль-

ше соответствующего члена 
n

bn
1=  гармонического ряда. Так как

гармонический ряд расходится, то, согласно признаку сравнения,
расходится и данный ряд.
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Пример 5.6. Исследовать на сходимость ряд

.  ...
1

...
3

1

2

1
1

222
+++++

n

Решение. Каждый член ряда

.  ...
1

...
3

1

2

1
222

++++
n
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меньше соответствующего члена ряда

.  ...
)1(

1
...

32

1

21

1 +
+

++
⋅

+
⋅ nn

Как было показано в задаче 5.2, последний ряд сходится. Сле-
довательно, сходится и ряд (*). Сходимость исходного ряда, от-
личающегося от ряда (*) наличием первого члена 1, теперь оче-
видна.

Пример 5.7. С помощью признака Даламбера решить вопрос
о сходимости ряда

 .  ...
3

...
3

3

3

2

3

1
32

+++++
n

n

Решение. Для того чтобы воспользоваться признаком Далам-
бера, надо знать (n + 1)-й член ряда. Он получается путем подста-

новки в выражение общего члена ряда 
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Так как ,1
3
1 <=l  то данный ряд сходится.
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Пример 5.8. Пользуясь признаком Даламбера, исследовать на
сходимость ряд
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Так как l = ∞ > 1, то ряд расходится.

Пример 5.9. На основании признака Даламбера исследовать
сходимость ряда
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Решение. Зная n-й член ряда 
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Так как l = 0 < 1, то ряд сходится.

5.3. Признак сходимости Лейбница
Знакочередующимся рядом называется ряд вида

а1 – а2 + а3 – … + (–1)n–1аn + … , (1)

где а1, а2, а3, … , аn – положительные числа.
Для знакочередующихся рядов имеет место следующий при-

знак сходимости.
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Признак Лейбница. Ряд (1) сходится, если его члены монотон-
но убывают по абсолютной величине и общий член стремится к
нулю при n → ∞.

Применение сходящихся рядов к приближенным вычислени-
ям основано на замене суммы ряда суммой нескольких первых его
членов. Допускаемая при этом погрешность очень просто оцени-
вается для знакочередующегося ряда, удовлетворяющего призна-
ку Лейбница, – это погрешность меньше абсолютного значения
первого из отброшенных членов ряда.

Пример 5.10. Пользуясь признаком Лейбница, исследовать на
сходимость знакочередующийся ряд
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Решение. Так как члены данного ряда по абсолютной величи-
не монотонно убывают:
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и общий член при n → ∞ стремится к нулю:

,0lim =
∞→ n

n
a

то в силу признака Лейбница ряд сходится.

Пример 5.11. Оценить ошибку, допускаемую при замене сум-
мы ряда
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суммой четырех первых его членов.

Решение. Данный знакочередующийся ряд сходится (см. зада-
чу 5.10). Ошибка ∆S4, получающаяся при замене суммы S этого
ряда суммой четырех первых его членов, меньше абсолютного
значения пятого члена: ∆S4 < 0,2.
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5.4. Абсолютная и условная сходимость
знакопеременного ряда

Ряд
а1 + а2 + … + аn + … (1)

называется знакопеременным, если среди его членов имеются как
положительные, так и отрицательные числа.

Признак сходимости знакопеременного ряда. Если ряд

| а1 | + | а2 | + … + | аn  |  + … , (2)

составленный из абсолютных величин членов рядов (1), сходится,
то ряд (1) также сходится.

Знакопеременный ряд (1) называется абсолютно сходящимся,
если сходится ряд (2), составленный из абсолютных величин чле-
нов данного ряда (1).

Сходящийся знакопеременный ряд называется условно сходя-
щимся,  если ряд, составленный из абсолютных величин его чле-
нов, расходится.

Пример 5.12. Исследовать на сходимость ряд
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Решение. Рассмотрим ряд, составленный из абсолютных вели-
чин членов данного ряда:
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По признаку Даламбера этот ряд сходится, так как
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Следовательно, первоначальный ряд является абсолютно схо-
дящимся.

Пример 5.13. Исследовать на сходимость ряд
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n
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Решение. Рассматриваемый ряд знакопеременный, поскольку

он  содержит как положительные члены  ,...,
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сходится, так как его члены не превосходят соответствующих чле-
нов сходящегося ряда
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Следовательно, исходный ряд сходится абсолютно.

Пример 5.14. Исследовать на сходимость ряд
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Решение. Ряд
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составленный из абсолютных величин членов данного ряда, рас-
ходится (см. задачу 5.5). Следовательно, ряд (*) не является абсо-
лютно сходящимся. Остается выяснить, сходится ли он (условно)
или расходится. Рассматриваемый ряд — знакочередующийся. По-
этому для решения вопроса о его сходимости можно воспользо-
ваться признаком Лейбница. Так как члены ряда по абсолютной

величине монотонно убывают: ...
3

1

2

1
33

1 >>>   и общий член стре-

мится к нулю: ,0lim =
∞→ n

n
a  то ряд (*) сходится. Итак, данный ряд

сходится условно.
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Пример 5.15. Исследовать на сходимость ряд
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sin +++++ ππππ n

Решение. Данный знакопеременный ряд расходится, так как
для  него  не  выполняется  необходимый  признак  сходимости:

3
sinlimlim

πn
n

n
n

a
∞→∞→

=   — не существует.

5.5. Степенные ряды
Степенным рядом называется ряд вида

а0 + а1 x + а2 x2 + … + аn xn + … , (1)

где а1,  а2,  а3,  …,  аn  … – постоянные числа, называемые коэффи-
циентами ряда.

Областью сходимости степенного ряда называется совокуп-
ность всех значений х, при которых данный ряд сходится.

Нахождение области сходимости состоит из двух этапов.
1. Определяется интервал сходимости степенного ряда, т.е.

интервал (–R, R) числовой оси, симметричный относительно точ-
ки х = 0 и обладающий тем свойством, что при всех | x | < R ряд
сходится и притом абсолютно, а при всех | x | > R – ряд расходит-
ся. Для этого применяется признак Даламбера к ряду

| а0 | + | а1 | | x | + | а2 | | x | 2 + … + | аn | | x | n + … ,

члены которого есть абсолютные величины членов данного ряда (1).
2. Исследуется сходимость ряда (1) на концах интервала схо-

димости в точках x = –R  и x = R.

Пример 5.16. Исследовать сходимость ряда
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в точках x = 1, x = 3, x = –2.
Решение. При х = 1 данный ряд превращается в числовой ряд
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По признаку Даламбера этот ряд сходится, так как
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При х = 3 имеем ряд
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Следовательно, в точке х = 3 данный ряд расходится.
Наконец, при х = –2 получаем следующий числовой ряд:

–1 + 2 – 3 + 4 – ... + (–1)n n + ... ,

который расходится (так как не выполняется необходимый при-
знак сходимости ряда).

Пример 5.17. Найти область сходимости степенного ряда
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Решение. Составим ряд из абсолютных величин членов данно-
го ряда:
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Согласно признаку Даламбера полученный знакоположитель-
ный ряд сходится (абсолютно) при тех значениях х, для которых
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Определим, при каких значениях х этот предел l будет меньше

единицы. Для этого решим неравенство  ,1
2

|| <x
 или | x | < 2, отку-

да –2 < x < 2.
Таким образом, первоначальный ряд сходится (абсолютно) в

интервале (–2; 2) — это и есть интервал сходимости данного ряда.
Исследуем сходимость  ряда на концах интервала сходимости.
При х = –2 получаем числовой ряд
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+
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n

Это — гармонический ряд, который, как известно, расходится.
При х = 2 получаем числовой знакочередующийся ряд
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который по признаку Лейбница сходится (условно).
Итак, область сходимости данного ряда –2 < x ≤ 2.

Пример 5.18. Найти область сходимости степенного ряда

x + 2! x2 + 3! x3 + … + n! xn + … .

Решение. Здесь un = n! | x |n, un + 1 = (n + 1)! | x |n + 1.
Отсюда
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Таким образом, согласно признаку Даламбера ряд сходится
только в точке х = 0.

Пример 5.19. Найти область сходимости степенного ряда
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Решение. Имеем .||
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Следовательно, при любом конечном х по признаку Даламбера
данный ряд абсолютно сходится. Область сходимости рассматри-
ваемого ряда есть вся числовая ось.

5.6. Разложение функций
в степенные ряды Тейлора

Рядом Тейлора для функции f (x)  называется степенной ряд
вида
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При представлении элементарной функции в виде суммы ряда
Тейлора обычно поступают следующим образом: вычисляют пос-
ледовательные производные данной функции в точке х = 0, а за-
тем, пользуясь формулой (1),  составляют для нее ряд Тейлора и
определяют интервал сходимости полученного ряда. В этом ин-
тервале ряд Тейлора сходится к породившей его функции f (x),
если  только  все значения  f (0),  f ′ (0),  …,  f (n)(0),  …  получаются
непосредственной подстановкой значения х = 0 в выражения f (х),
f ′ (х), …, f (n)(х), … .

Применяя рассмотренный способ, можно найти разложение в
ряд Тейлора для следующих функций:
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Помимо указанного способа, можно получить разложения
функций в ряд Тейлора, исходя из известных разложений, напри-
мер, разложений (2) – (7). При этом возможно использование  сле-
дующих действий над степенными рядами внутри их интервалов
сходимости:

1) два степенных ряда можно почленно складывать и умно-
жать по правилу умножения многочленов;

2) степенной ряд можно почленно умножать на общий мно-
житель;

3) степенной ряд можно почленно интегрировать и дифферен-
цировать любое число раз.

Так как степенной ряд для своей суммы есть ряд Тейлора, то
полученное в результате указанных действий разложение будет
искомым.

Пример 5.20. Разложить в ряд Тейлора функцию f (x) = e3x.
Решение. Вычислим значения данной функции и ее последова-

тельных производных при х = 0:
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Подставляя полученные значения в общее выражение ряда
Тейлора для произвольной функции, получим
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Это    и    есть    разложение    в    ряд    Тейлора    для    функции
f (x) =   e3x. Полученный ряд сходится к породившей его функции
f (x) = e3x при любом значении х  (см. задачу 5.19).

Заметим, что то же самое разложение можно получить из ряда
Тейлора для функции  e3x заменой х на 3х.

Пример 5.21. Разложить в ряд Тейлора функцию f (x) = ln (1 – 2x).

Решение. Заменяя в разложении (7) х на –2х, получим:
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2
2)21( ln 3
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−−−−−=− n
n

x
n

xxxx

Разложение (7) справедливо в интервале –1 < x ≤ 1, а искомое
разложение получается в результате замены х на –2х; следователь-
но, для нахождения интервала сходимости полученного ряда нуж-
но решить неравенство

–1 < –2x ≤ 1,
откуда

.
2

1

2

1 <≤− х

Пример 5.22. Разложить в ряд Тейлора функцию f (x) = cos 2x.

Решение. По известной тригонометрической формуле имеем:

.
2

2cos1
cos2 x

x
+

=

Разложим в ряд Тейлора функцию cos 2x, заменяя в разложении (4)
х на 2х:

,  ...
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Разложение (4) справедливо при любом х, поэтому ряд Тейлора
для cos 2x сходится к породившей его функции также на всей чис-
ловой оси.

Для того чтобы получить разложение в ряд Тейлора функции

,2cos
2

1
x  умножим все члены ряда (*) на  

2

1
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Это и есть разложение в ряд Тейлора функции f (x) = cos2 x.
Очевидно, что оно справедливо при любом х.

Пример 5.23. Применяя дифференцирование и интегрирование,
найти разложение в ряд Тейлора для данной функции f (x) = arc tg x
и указать интервалы, в которых эти разложения имеют место.

Решение. Запишем выражение данной функции в виде интег-
рала:

.
1

 tgarc
0

2∫ +
=

x

t

dt
x

Разложим подинтегральную функцию 
21

1
)(

t
tf

+
=   в ряд Тей-

лора.  Для этого в разложении (6) заменим х на –t2:

.  ...)1(...1
)(1

1
)( 2642

2
+−++−+−=

−−
= nn tttt

t
tf

Очевидно, что этот ряд  сходится в интервале (–1; 1). Интегри-
руя почленно полученный ряд в пределах от 0 до х (где | x | < 1),
получаем разложение функции f (x) = arctg x в ряд Тейлора:

.  ...
12

)1(–...
753

 tg arc
12753

+
+

++−+−=
+

n

xxxx
xx

n
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Этот ряд сходится в том же интервале (–1; 1), что и исходный
ряд.
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5.7. Приложение рядов
к приближенным вычислениям

Пример 5.24. Вычислить sin 18°, ограничиваясь первыми дву-
мя членами ряда (3), и оценить получающуюся при этом погреш-
ность.

Решение. Так как разложение sin x в ряд Тейлора справедливо

при любом х, то, в частности, при 
10

π=x  имеем

.  ...
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−



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
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
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


−=

ππ
ππ

Полученный ряд — знакочередующийся. Ограничиваясь двумя

членами этого ряда, т.е. считая 
10

sin
π

  равным их сумме, мы тем

самым допускаем ошибку, не превосходящую первого отбрасы-

ваемого члена 
! 5

10

5






 π

 (см. 5.3). Так как ,0001,0
! 5

10

5

<


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
 π

 то с точно-

стью до 0,0001 получаем

0,3091.
! 3

10

1010
sin

3

=







−≈

π
ππ

Пример 5.25. Вычислить e2 с точностью до 0,01.

Решение. Пользуясь разложением (2), при х = 2 получим
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2
21

32
2 ++++++=
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e

n

Остается решить вопрос о том, сколько членов данного ряда
надо взять, чтобы получить значение е2 с требуемой точностью.
Пусть искомое число членов равно k. Это означает, что ошибка
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∆Sk, которую мы допускаем, заменяя сумму ряда его k-й частич-
ной суммой, равна сумме членов ряда, начиная с (k + 1)-го:
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Если в этом ряде заменить каждое из чисел k + 2, k + 3, …
числом k + 1, то знаменатели дробей уменьшатся, а сами дроби,
следовательно, увеличатся. Отсюда
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Выражение, стоящее в квадратной скобке, есть сумма членов бес-
конечно убывающей геометрической прогрессии со знаменателем

,
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q  и следовательно, равно
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Таким образом,
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Но с другой стороны, ошибка ∆Sk не должна превосходить 0,01:
∆Sk < 0,01. Решая методом подбора неравенство
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получим k > 7.
Итак, для достижения требуемой точности надо взять 8 чле-

нов ряда:
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Пример 5.26. Вычислить ∫
1

0

sin
dx

x

x
 c точностью до 0,01.

Решение. Данный определенный интеграл можно вычислить
только приближенно. Для этого разложим подинтегральную фун-
кцию в ряд Тейлора:
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(здесь мы ограничились двумя первыми членами этого знако-

переменного ряда, так как третий член 
5 ! 5

1
 меньше 0,01).
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РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ КОНТРОЛЬНОЙ
РАБОТЫ ПО РАЗДЕЛАМ 3, 4 И 5

4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
4.1. Неопределенный интеграл

4.1.1. Найти  интегралы  и  в  пункте  а)  результат  проверить
дифференцированием:
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  Результат проверяем дифференцированием:
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Пусть  z = 5t – 2,  тогда  dz = 5dt  и  .
5

dz
dt =

.
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5
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Применяем формулу интегрирования по частям: .∫∫ −= vduuvudv

Пусть  u = (x + 3)2,  du = 2(x + 3)dx.
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 Еще раз интегрируем по частям: u = x + 3, du = dx.
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 г) ∫ +−
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136

133
 

23
dxJ
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x

Подинтегральная функция представляет собой правильную ал-
гебраическую дробь. Раскладываем знаменатель на простые мно-
жители и дробь представляем в виде суммы элементарных дробей:
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3х + 13 = А(x2 – 6x + 13) + (Bx + C) · x.

Равенство справедливо при любом х. Пусть

х = 0 : 3 · 0 + 13 = А(0 – 6 · 0 + 13) + (B · 0 + C) · 0; 13 = 13А; А = 1.

х = –1 : –3 + 13 = А(1 + 6 + 13) – (–B + C); 10 = 20А + В – С;
10 = 20 + В – С; В – С = – 10.

х = 1 : 3 + 13 = А(1 – 6 + 13) + B + C; 16 = 8 · 1 + B + C; B + C = 8.
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4.2. Несобственные интегралы
4.2.1. Вычислить  интегралы  или  установить  их  расходи-

мость:
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Пусть  
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 Пусть z = arctg t, тогда 
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Найдем точки, в которых подинтегральная функция терпит
разрыв: x2 – 5x + 6 = 0,  x1 = 2,  x2 = 3  и обе точки принадлежат
отрезку интегрирования [2; 5]. Тогда
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интеграл сходится.

4.3. Приложения определенных интегралов
4.3.1. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, и по-

строить схематические чертежи фигур.
а) y = x2 + 2x – 16,  4x – y – 8 = 0.
Имеем параболу: y = (x + 1)2 – 17 и прямую: 4х – y – 8 = 0.

Нужно определить заштрихованную площадь (рис. 53).

Рис. 53

–2 0 4   x

y



233

Найдем общие точки фигуры (пределы интегрирования):





−=
−+=

,84
,1622

xy
xxy

отсюда  х2 – 2х – 8 = 0  и  х1 = –2, х2 = 4.
Площадь фигуры определяется как:

)ед. кв.(  36)2(–
2

1
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3

1
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1
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28 |28| 
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
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∫

∫∫

x
x

xdxxx

dxxxxdxxxfS
b

a

ϕ

б) (x2 + y2)2 = 18 xy.
Запишем это уравнение в полярной системе координат:





=
=

ϕρ
ϕρ

sin
cos

y
x

Подставив, получим:

ρ2 = 9 sin 2 ϕ.

Площадь лемнискаты (рис. 54) равна четырем заштрихован-
ным площадям, тогда

ед.). (кв.  90cos
2

cos 9–

 ) 2cos(
2

1
92 2sin 94

2

1

2

1 4

42

1
0

0

2

=


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π

ϕϕϕϕρ
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π
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ϕ

ddS

Рис. 54

ρ
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4.3.2. Найти объем тела вращения вокруг оси Ох фигуры, ог-
раниченной линиями:

.0122   ;
4

   ;0
2

=−+== yx
x

yy

Находим общие точки фигуры:







+−=

=

,122

,
4

2

xy

x
y

отсюда  х2 + 8х – 48 = 0  и  х1 = –12,   х2 = 4.
Заштрихованная фигура (рис. 55) вращается вокруг оси Ох.

Объем тела вращения определяется как:
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Рис. 55
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4.4. Приближенные вычисления определенных
интегралов

4.4.1. Разбивая отрезок интегрирования сначала на 10 равных
частей, а затем на 20 частей, найти приближенно интегралы J10
и J20. Определить точность с помощью разности ε = | J10 – J20 | .

dxxJ ∫
−

+=
9

1

2  4

а) по формуле трапеций;
б) по формуле Симпсона.

Решение. Имеем подинтегральную функцию  42 += xy . Со-
ставим вспомогательную таблицу.

При делении При делении

x
i

на 10 частей на 20 частей

42 += ii xy 42 += ii xy

–1 1 5 y
0
 = 2,23607 y

0
 = 2,23607

–0,5 0,25 4,25 y
1
 = 2,06155

0 0 4 y
1
 = 2,0 y

2
 = 2,0

0,5 0,25 4,25 y
3
 = 2,06155

1 1 5 y
2
 = 2,23607 y

4
 = 2,23607

1,5 2,25 6,25 y
5
 = 2, 5

2 4 8 y
3
 = 2,82843 y

6
 = 2,82843

2,5 6,25 10,25 y
7
 = 3, 20156

3 9 13 y
4
 = 3,60555 y

8
 = 3,60555

3,5 12,25 16,25 y
9
 = 4,03113

4 16 20 y
5
 = 4,47214 y

10
 = 4,47214

4,5 20,25 24,25 y
11

 = 4,92443
5 25 29 y

6
 = 5,38516 y

12
 = 5,38516

5,5 30,25 34,25 y
13

 = 5,85235
6 36 40 y

7
 = 6,32456 y

14
 = 6,32456

6,5 42,25 46,25 y
15

 = 6,80074
7 49 53 y

8
 = 7,28011 y

16
 = 7,28011

7,5 56,25 60,25 y
17

 = 7,76209
8 64 68 y

9
 = 8,24621 y

18
 = 8,24621

8.5 72,25 76,25 y
19

 = 8,73212
9 81 85 y

10
 = 9,21954 y

20
 = 9,21954

2
ix 42 +ix
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а) По формуле трапеций.
При делении на 10 частей:

.10604,4810604,48
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0
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y
yyyy
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dxxJ

При делении на 20 частей:

.01678,4803356,96
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20
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Точность вычислений оцениваем с помощью разности:

ε = | J10 – J20 | = | 48,10604 – 48,01678 | = 0,08926.

б) По формуле Симпсона.
При делении на 10 частей:

.98492,4795475,143
310

10

))...(2)...(4(
310

)1(9

  4

108429310

9

1
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=⋅
⋅
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=+++++++++
⋅
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≈+= ∫
−

yyyyyyyy

dxxJ

При делении на 20 частей:

.98702,4792215,287
320
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))...(2)...(4(
320

)1(9

 4

201816421917310

9

1

2
20

=⋅
⋅

=

=+++++++++++
⋅
−−≈

≈+= ∫
−

yyyyyyyyyy

dxxJ

Точность вычислений:

e  = | J10 – J20 | = | 47,98492 – 47,98702 | = 0,0021.

Известно, что при одинаковом числе точек разбиения форму-
ла Симпсона дает более точный результат.
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5. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ
5.1. Частные производные и дифференциал

функции

5.1.1. Найти частные производные  ,xz′   ,yz′   и  xyz ′′   функций:
а) z = (x – 4)2y2 + x4(y + 2)3 + 8.
Находим:

( )
( )
( ) .)2(12)4(4)2(4)4(2

;)2(3)4(28)2()4(

;)2(4)4(28)2()4(

23332
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5.1.2. Найти дифференциал dz функции:

z = sin2 (4x2 – 2y2).

Полный дифференциал определяется как:

.dy
y

z
dx

x

z
dz

∂
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∂
∂=

х
х

у
у

у у у
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Найдем частные производные:

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

).28( sin4)22()24( 2sin

24)24( cos)24( sin2

)24( sin  )24( sin2)24(sin 

).48( sin824)24( 2sin

24)24( cos)24( sin2

)24( sin)24( sin2)24(sin 

2222

222222

2222222
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2222222
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∂
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∂
∂

Тогда полный дифференциал будет равен:

dz = 8x sin (8x2 – 4y2) dx – 4y sin (8x2 – 2y2) dy =

= 4 sin (8x2 – 4y2) (2xdx – ydy).

5.1.3. Показать, что функция z = y ln (4x2 – 2y2) удовлетворяет

уравнению .
221

2y

z

yx yx zz =+ ′′

Найдем частные производные:
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( ) ( ) ( )

( ) .
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Подставляем найденные частные производные  в уравнение:
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−
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−
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Получили тождество.
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5.2. Приложения частных производных
5.2.1. Составить  уравнение  касательной  плоскости  и  урав-

нение    нормали    к    поверхности    4z = xy – 2x – 4y + 8     в    точке
М (–4; –2; 8).

Решение. Проверим принадлежит ли точка М поверхности:

4 · 8 = (–4) · (–2) – 2 · (–4) – 4(–2) + 8,  32 = 32,

следовательно, точка М принадлежит поверхности.
Уравнение касательной плоскости имеет вид:

).()( М
М

М
М

М yy
y

z
хх

x

z
zz −





∂
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

∂
∂=−

Найдем значения частных производных в точке М:

,2)44(
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  );4(
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∂−=
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∂
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z
yyxxy
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z

и подставим в уравнение касательной плоскости:

z – 8 = (–1) (x – (–4)) + (–2)(y – (–2))  или  x + 2y + z = 0.

Уравнение нормали берем в виде:
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5.2.2. Найти градиент и производную по направлению jia 24 −=
функции z = ln (4x2 + 2y2) в точке А (–2; 4).

Решение. Градиент функции z = f (x, y) равен:

. grad j
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z
z ⋅

∂
∂+

∂
∂= ι

Найдем частные производные:
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и их значения в точке А (–2; 4):
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Тогда градиент в точке А равен:

( ) .
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1
 grad  jz А +−= ι

Производная функции z в направлении вектора а  вычисляет-
ся по формуле:

.sincos αα ⋅
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∂
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Найдем направляющий косинус вектора а :
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Следовательно,
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5.2.3. Найти наибольшее и наименьшее значения функции

z = 4x2 + y2 – 16x –4y + 20

в замкнутой области D, заданной неравенствами:

x ≥ 0, x – 2y ≤ 0,   x + y – 6 ≤ 0.

Решение.
а) Найдем частные производные и приравняем их к нулю (не-

обходимые условия экстремума):

;2  ;042  ;0

;42)204164(

;2  ;0168  ;0 

;168)204164(

0

22

0

22

==−=
∂
∂

−=′+−−+=
∂
∂

==−=
∂
∂

−=′+−−+=
∂
∂

yy
y

z

yyxyx
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z

xyxyx
x

z

y

x

Стационарная точка  x0 = 2,  y0 = 2  лежит в замкнутой облас-
ти, так как: 2 ≥ 0;  2 – 2 · 2 < 0;  2 + 2 – 6 < 0.

Найдем вторые частные производные:

2)42(

;0)168(  ;8)168(
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и их значения в стационарной точке М (2; 2):
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Так   как   ∆ = A · C – B2 = 8 · 2 – 0 = 16 > 0,   то   в   точке   М
функция имеет экстремум, а именно минимум, так как А = 8 > 0;
zmin (2; 2) = 4 · 22 + 22 – 16 · 2 – 4 · 2 + 20 = 0.
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Рис. 56
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б) Построим замкнутую область ОАВ (рис. 56).

Рассмотрим контур х = 0 (прямая ОА). Имеем функцию одной
переменной: z = y2 – 4y + 20. Исследуем ее на экстремум:

z′ = 2y – 4.

Из z′ = 0 имеем 2y – 4 = 0 или y = 2. И так как

,02)2()42()2( 22 >==′−=′′ == yyyz

то имеем минимум и  zC = z (2) = 22 – 4 · 2 + 20 = 16.
Далее  рассмотрим  контур   х + y – 6 = 0   или    y = 6 – х  (пря-

мая AB). Имеем:

z = 4x2 + (6 – x)2 – 16x – 4(6 – x) + 20
или

z = 5х2 – 24х + 32.

Найдем z ′ = 10х – 24 и из z ′ = 0 имеем 10х – 24 = 0, или 
5

12=x

Так как z ″ = (10х – 24)′ = 10 > 0, то при 
5

12=x  имеем минимум и

.
5

16
32

5

12
 24

5

12
 5

5

12
 

2

=+




⋅−





⋅=





= zzD
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На   контуре    х – 2y = 0    или    х = 2y    (прямая   ОВ)   имеем
z = 4(2y)2 + y2 – 16 · 2y – 4y+ 20   или   z = 17y2 – 36y + 20.   Находим
производную z ′ = (17y2 – 36y + 20)′ = 34y – 36, приравниваем ее

к нулю z ′ = 0 или  34y – 36 = 0, отсюда .
17

18=y

Так как z ″ = (34y – 36)′ = 34 > 0, то в точке 
17

18=y  имеем мини-

мум и .
17

16

17

18

17

18
203617

2

=+⋅−= 






Ez

Найдем значения функции z в точках О (0; 0), A (0; 6) и B (4; 2):

 z0 = 20; zA = 4 · 0 + 62 – 16 · 0 – 4 · 6 + 20 = 32;

 zB = 4 · 42 + 22 – 16 · 4 – 4 · 2 + 20 = 16.

Из  найденных  значений   zmin = 0;   zC = 16;   ;
5

16=Dz    ;
17

16=Ez

z0 = 20; zA = 32; zB = 16 выбираем наименьшее и наибольшее. По-
лучаем, что zнаим = 0, zнаиб = 32.

8. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
8.1. Уравнения первого порядка

8.1.1. Найти общее решение уравнения:
а) у ′ = e4x – 2y. Это дифференциальное уравнение первого по-

рядка с разделяющимися переменными. Решаем его.

.  , 4224 dxedyeee
dx

dy xyyx =⋅= −

Интегрируем

∫∫∫∫ == ).4(
4

1
)2(

2

1
  или  4242 xdeydedxedye xyxy

Тогда  Cee xy += 42

4

1

2

1
  или  Cee xy += 42

2

1
  есть общее реше-

ние исходного уравнения.
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б) (3х – 5y) у ′= 5x + 3y.
Разделив уравнение на х

,3553
x

y
y

x

y +=′




 −

получили однородное дифференциальное уравнение первого по-
рядка, которое сведем к уравнению с разделяющимися перемен-

ными введением функции ,
x

y
t =  отсюда y = x · t и у ′ = t + x · t ′.

Подставляем в исходное уравнение (3 – 5t)(t + xt ′) = 5 + 3t,

или ,
53

35

t

t
txt

−
+=′+  или ,

53

35
tx

t

t

dx

dt −
−
+=  или .

53

55 2

t

t

dx

dt
x

−
+=⋅   Разде-

ляем переменные .
55

53
2 x

dx

t

t
dt =

+
−

 Числитель делим почленно на зна-

менатель и интегрируем

∫∫∫ =
+

−
+ x

dx

t

tdt

t

dt
22 115

3
  или  .

1

)1(

2

1

15

3
2

2

2 ∫∫∫ =
+
+−

+ x

dx

t

td

t

dt

Все интегралы табличные, тогда

 Cxtt lnln)1ln(
2

1
 tgarc

5

3 2 +=+−  или .1ln tgarc
5

3 2tcxt +=

Подставляем сюда ,
x
y

t =  получим

2

2

1ln tgarc
5

3

x

y
cx

x

y +=  или .ln tgarc
5

3 22 yxc
x

y
+=

Это и будет общее решение исходного дифференциального
уравнения.

в) .
2

tgarc2)4( 2 x
yyx =+′+

Это линейное дифференциальное уравнение первого порядка, ко-
торое решаем подстановкой Бернулли y = u (x) · v (x)  и  у ′ = u ′v + uv′,
после  чего приходим к решению двух дифференциальных уравне-
ний с разделяющимися переменными.
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Подставляем y = uv, у ′ = u ′v + uv ′ в исходное уравнение

.
2

tg arc2))(4( 2 x
uvvuvux =+′+′+

Группируем

.
2

tg arc)2)4(()4( 22 x
uvvxvux =+′++′+ (а)

Пусть

.2)4(  или  02)4( 22 v
dx

dv
xvvx −=+=+′+

Разделяем переменные и интегрируем

24

2

x

dx

v

dv

+
−= , или ∫∫ +

−= ,
2

  2  
22 x

dx

v

dv
 или ,

2
tg arc

2

1
2ln

x
v ⋅−=

отсюда

2
tg arc x

ev
−

= (b)

Подставляем функцию (b) в уравнение (а)

2
tg arc)4( 2

tg arc2 x
uex

x

=′⋅+
−

  или  .
2

tg arc)4( 2
tg arc2 x

dx

du
ex

x

=⋅+
−

Разделяем переменные и интегрируем

2

tg arc

42
tg arc2

x

dxx
edu

x

+
⋅⋅=  или ∫∫ +

⋅= .
42

tg arc
2

tg arc
2

x

dxx
edu

x

(с)

Чтобы взять интеграл в правой части, введем новую перемен-

ную ,
2

arctg
x

t = тогда

dx
x

dt
2

1

2
1

1
2

⋅






+

=   или  .
42

1
2x

dx
dt

+
=

Выражение (с) примет вид

. 
2

1
dtteu t∫= (d)
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Этот интеграл берется по частям по формуле ∫ ∫ ⋅−= ,duvuvudv

но функции u(x) и  v(x) здесь совсем другие, чем (b) и (с).

u = t,   du = dt,

dtedvdtedv tt ∫∫ ==   ,    или   v = et. (е)

С использованием выражений (е) интеграл (d) с использова-
нием формулы интегрирования по частям запишется как

).(
2

1
)(

2

1
cetedteetu tttt +−=⋅−⋅= ∫

Подставляя сюда  ,
2

tg arc
x

t =   получим:

.
2

tg arc
2

1
22

tg arctg arc






 +−⋅= cee

x
u

xx

(f)

Следовательно, решение исходного дифференциального урав-
нения имеет вид:







 +−⋅==

−
cee

x
euvy

xxx
222

tg arctg arctg arc

2
tg arc

2

1

 или  .1
2

tg arc
2

1
2

tg arc






 ⋅+−=

− x

ec
x

y

г) .
4 22 yxyy
x

=+′

Это, так называемое, дифференциальное уравнение Бернулли
вида

у ′  + p (x) · y = q (x) · yn.

Сначала его нужно разделить на yn, а затем ввести вспомога-
тельную функцию z = y– n + 1.

Делим исходное уравнение на у2

.
4 212 xy
x

yy =⋅+′⋅ −− (а)
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Пусть z = y–2 + 1 = y–1, найдем

z ′ = –y–2· у ′   или   y–2·  у ′  = – z ′ (b)

Подставляем функции (b) в уравнение (а)

.
4

– 2xz
x

z =⋅+′ (с)

Получили линейное дифференциальное уравнение, которое
решаем методом Бернулли

z = uv,   z ′  = u ′v + uv′. (d)

Подставляем функции (d) в уравнение (c)

24
)( xuv

x
vuvu =+′+′−

и группируем

24
xuv

x
vuvu =





 +′−+′−   или  .

4 2xuv
x

vvu =




 +′−+′− (е)

Пусть

,0
4 =+′− v
x

v   или  ,
4

v
xdx

dv =   или  ,4
x

dx

v

dv =   или  .4∫∫ =
x

dx

v

dv
(f)

Отсюда
ln v = 4 ln x   или   v = x4. (g)

Подставляем (g) в уравнение (е)

–x4 · u ′ = x2

или  при  х ≠ 0

 12 =−
dx

du
x   или  .

2x

dx
du −=

Интегрируем

,2∫∫ −−= dxxdu    или  ,
1

1

C
x

u +
−

−=
−

  или  .
1

C
x

u +=
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Эту функцию и (g) подставляем в (d)

 




 += C

x
xz

14  или  z = x3 + Сx4.

Из выражения (b)

.
11

43 Cxxz
y

+
==

Таким образом, решение исходного дифференциального урав-
нения имеет вид:

.
1

43 xcx
y

⋅+
=

8.1.2. Скорость роста банковского вклада пропорциональна с
коэффициентом равным m = 3 величине вклада. Найти закон из-
менения величины вклада со временем, если первоначальная сум-
ма вклада составляла n = 2 миллионов рублей.

Если величину вклада обозначить через J = J (t), где t – время,

то скорость роста вклада есть производная, т.е. 
dt

dJ
J =′  и она про-

порциональна величине вклада J с коэффициентом пропорцио-
нальности, равным 3, т.е.

.3J
dt

dJ =

Разделяем переменные и интегрируем

dt
J

dJ
3=   или  ∫ ∫= dt

J

dJ
3

ln J = 3t + C или J = e3t + C.

В начальный момент времени, т.е. при t = 0 начальный вклад
J0 = 2 млн руб. Тогда

J0 = e3 · 0 + C;  eC = 2  и  C · ln e = ln 2,  т.е.  C = ln 2.

Окончательно:  J = e3t + ln 2  или  J = 2e3t.
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8.2. Линейные уравнения высших порядков
8.2.1. Решить задачу Коши:
а) у ′″  – 2у″ – 3у ′ = 0,   y (0) = 0,   у ′ (0) = 3,   у″ (0) = 1.
Понизим порядок дифуравнения, обозначив  t = у ′, тогда t ′ = у″,

t ″ = у ′″   и уравнение имеет вид:

t ″ – 2t ′– 3 = 0. (a)

Его характеристическое уравнение r2 – 2r – 3 = 0, корни кото-
рого r1 = –1, r2 = 3. Тогда решение уравнения (а) имеет вид:

xx eСeСt 3
21 += −  или  ,3

11
xx eСeС

dx

dy
y +==′ −

отсюда  dy = (С1e–x + С2e
3x) dx.  Интегрируя  это  выражение,  по-

лучим

.
3

1
– 3

3
21 СeСeСy xx ++= − (b)

Это есть общее решение исходного дифференциального урав-
нения.

Используя начальные условия, найдем постоянные С1, С2, С3:

y ′ = C1e
–x + C2e3x, y ″  = –C1e–x + 3C2e3x,

тогда









=+
=+

=++−

1.3–
3,

,0
3

1

21

21

321

СС
СС

ССС

Из этой системы .
3

5
  ,1  ,2 321 === СCC

А частное решение исходного однородного дифференциаль-
ного уравнения с постоянными коэффициентами, удовлетворяю-
щее начальным условиям, будет:

.
3

5

3

1
2 3 +⋅+−= − xx eey
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б) y ″ – 6y ′ + 9y = (x + 1) e4x,   y (0) = 1,   y ′ (0) = 3.      (a)
Находим общее решение однородного дифференциального

уравнения (дифура), соответствующего исходному дифуру (а):

y ″  – 6y ′  + 9y = 0. (b)

Его   характеристическое   уравнение    r2 – 6r + 9 = 0,   a   корни
r1 = r2 = 3. Тогда общее решение дифура (b) будет:

y* = e3x (C1 + C2x). (c)

Частное решение исходного дифура (а) берем в виде:

,)( 4xeBAxy ⋅+= (d)

тогда

, )( 4 44 xx eBAxAey ++=′  , )( 168 44 xx eBAxAey ++=′′

подставляем  в  (а)  и  группируем:   (2A + B) + Ax = 1 + x,   отсюда,
приравняв коэффициенты при одинаковых степенях х, имеем:

2A + B = 1  и  A = 1,

т.е.  А = 1,  B = –1,  а  выражение  (d)  принимает вид:

.)1( 4xexy ⋅−= (е)

Суммируя (с) и (е), найдем общее решение неоднородного диф-
ференциального уравнения (а):

.)1()( 43
21

xx exexCCyyy −++=+= ∗ (f)

Найдем y′ = 3(С1 + С2x) e3x + С2e3x + e4x + 4 (х – 1) e4x и исполь-
зуя начальные условия (а), имеем:





−++=
−=

,4133

,11

21

1

СС

С

отсюда С1 = 2, С3 = 0.
Найденные значения С1 и С2 подставляем в (f) и частное реше-

ние исходного дифференциального уравнения имеет вид:

y = 2e3x + (х – 1) e4x.
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в) y″ + 4y = sin x,  y (0) = 0,  у ′ (0) = 3.           (a)
Однородное дифуравнение

y″  + 4y = 0 (b)

имеет характеристическое уравнение r2 + 4 = 0, a его корни будут
r1,2 = ± 2i Тогда общее решение дифура (b) будет:

y* = С1 sin 2x + С2 cos 2x. (c)

Частное решение дифура (а) ищем в виде:

.cossin xBxAy += (d)

Определив xBxсosAy sin  −=′  и xBxAy cos sin −−=′′  и под-
ставив в (а), после группировки имеем

3А sin x + 3В cos x = sin x,

отсюда  3А = 1,  3В = 0  или  
3

1=A   и  В = 0. Подставляя А и В в (d)

и суммируя с (с), найдем общее решение дифура (а):

.sin
3

1
2cos2sin 21 xxCxCyyy ++=+= ∗

(е)

Найдем  xxCxCy cos2sin22cos2
3

1
21 +−=′   и,  используя  на-

чальные условия (а), имеем










⋅+⋅−⋅=

⋅+⋅+⋅=

,1
3

1
02123

,0
3

1
100

21

21

CC

CC

отсюда  С2 = 0, .
3

4
1 =C

Подставляя найденные С1 и С2 в (е), будем иметь решение ис-
ходного дифференциального уравнения (а), удовлетворяющего
начальным условиям:

.sin
3

1
2sin

3

4
xxy +=



252

8.3. Системы линейных уравнений
8.3.1. Решить систему линейных уравнений










+=

−=

,24

,42

yx
dt

dy

yx
dt

dx

с начальными условиями  х (0) = 1,  у(0) = 2.
Продифференцируем первое уравнение системы

dt

dy

dt

dx

dt

xd
42

2

2

−=

и подставим в него ty′  из 2-го уравнения системы

,8162
2

2

yx
dt

dx

dt

xd −−=

а в это уравнение подставим у из 1-го уравнения системы, имеем:

0204
2

2

=+− x
dt

dx

dt

xd
  или  х″ - 4х ′ + 20х = 0. (а)

Его  характеристическое  уравнение   r2 – 4r + 20 = 0,   корни
которого  r = 2 ± 4i.  Тогда дифференциальное уравнение (а) имеет
решение:

x = e2t(С1 sin 4t + С2 cos 4t). (b)

Подставляя это решение в 1-ое уравнение системы, после груп-
пирования найдем, что

y = e2t (–С1 cos 4t + С2 sin 4t). (c)

Подставляя в (b) и (с) начальные условия, определим, что





⋅+⋅⋅=
⋅+⋅⋅=

),01(–12

),10(11

21

21

СС

СС

отсюда  С1 = –2,  С2 = 1.
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Подставив эти константы в (b) и (с), найдем решение исход-
ной системы дифференциальных уравнений

x = e2t (–2 sin 4t + cos 4t),

y = e2t (sin 4t + 2 cos 4t).

9. РЯДЫ
9.1. Числовые ряды

9.1.1. Исследовать  на  сходимость  ряды  с  положительными
членами:

а) .
221

323

1
2

2

∑
∞

= +−
+−

k kk

kk

Рассмотрим общий член

.
12

3
2

2

+−
+−=

knk

nkmk
ak

Применим необходимый признак сходимости числового ряда.
Если ,0lim =

∞→ k
k

a  то ряд возможно сходится, если ,0lim ≠
∞→ k

k
a  то

ряд расходится.
Для нашего примера:

.
12

3
lim

2

2








∞
∞=

+−
+−=

∞→ knk

nkmk
J

k

Имеем неопределенность, числитель и знаменатель делим на k2

,0
00

00
12

3

12

3

 lim

2

2
≠=

+−
+−=

∞
+

∞
−

∞
+

∞
−

=
+−

+−
=

∞→ n

m

n

m

n

n
m

kk
n

kk

n
m

J
k

так как по условию m ≠ 0.
Следовательно,  у  всех  студентов  ряд  расходится,  так  как

не  выполняется  необходимый  признак сходимости  числового
ряда.
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б) ∑
∞

=
+

+

+
+

1
3

4

.
23

12

k
k

k

Имеем 
23

12
3

4

+
+

+

+
=

k

k

ka   и  .
23

12
4

5

1
+
+

+

+

+ =
k

k

ka

Исследуем сходимость ряда по признаку Даламбера:

.1
3

2

0)(1 )03(

0)(1 )02(

2

1
1

3

2
3

3

2
1

2

1
2

 lim

2

12

3

23
3

23

2

12

 lim

)12( )23(
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Следовательно, ряд сходится.
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следовательно, ряд сходится. Пример сконструирован так, что
коэффициент (m + n) перед k2 в знаменателе  больше, чем коэффи-
циент m  перед k2 в числителе, а поэтому всегда предел будет мень-
ше единицы, т.е. ряд будет сходящийся.
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Исследуем сходимость ряда по признаку Даламбера:
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Следовательно, ряд расходится

9.2. Степенные ряды
9.2.1. Найти область сходимости степенного ряда:
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Согласно признаку Даламбера искомый ряд сходится при тех
значениях х, для которых:
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Исследуем сходимость ряда на концах  интервала.
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Это знакочередующийся, для которого
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т.е. по признаку Лейбница ряд расходится.

При 
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1=x  имеем числовой ряд с положительными членами
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который расходится, так как предел общего числа не равен нулю.

Итак, область сходимости данного ряда .
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Отсюда  заключаем,  что  ряд  сходится  при  –1 < x – 2 < 1,  или
1 < x < 3.

При х = 1 получаем знакочередующийся ряд
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который сходится по признаку Лейбница, так как его члены убы-
вают, а предел общего члена при k → ∞ равен нулю.
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При х = 3 имеем числовой ряд
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 Сравним его с гармоническим рядом
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который расходится.
Воспользуемся предельным признаком сравнения. Так как
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лежит между 0 и ∞, то оба ряда расходятся, т.е. при х = 3 исход-
ный ряд расходится.

Итак, область сходимости данного ряда: 1 ≤ х < 3.
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Следовательно, при любом конечном х по признаку Даламбе-
ра данный ряд абсолютно сходится. Область  сходимости рассмат-
риваемого ряда есть вся числовая ось.
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9.2.2. Разложить функцию f (x) в ряд Тейлора в окрестности
точки х0:
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Вычислим значения данной функции и ее последовательных
производных при х0 = 3:
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Подставляя полученные значения в общее выражение ряда
Тейлора для произвольной функции  f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x – x0) +
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Возьмем табличное разложение
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в котором положим t = –x3.
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Имеем

.1 | |    , ......1
1

1 3963
3

<++++++=
−

xxxxx
x

n

Интегрируем этот ряд:

...
13

2
...

10

2

7

2
42

 ...
13

...
1074

 )......1( 
1
 )(

13
13

10
10

7
7

4

2
0

131074

2

0

3963
2

0
3

+
+

+++++=

=









+

+
+++++=

=++++++=
−

=

+
+

+

∫∫

n
n

x
n

x
n

x

x
n

xxxx

n

xxxx
x

dxxxxx
x

dx
xf

Получили искомое разложение.

9.2.3. С помощью разложения в ряд вычислить приближенно с
точностью 0,001 значения:

а) е–3.
Берем разложение функции f (x) = ex в ряд Тейлора:
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и подставляем в него х = –3:
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3–e

=–2 + 4,5 – 4,5 + 3,375 – 2,025 + 1,012 – 0,434 + 0,163 – 0,054 +

+0,016 – 0,004 + 0,001 – 0,00026.

Полученный ряд знакочередующийся. Поэтому, ограничива-
ясь первыми двенадцатью членами ряда, мы получим ошибку
0,00026 < 0,001.

Следовательно, e–3 = 0,05.
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Ограничиваясь первыми двумя членами ряда (ошибка при этом
не превосходит 0,00009 < 0,001) имеем окончательно:
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РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ
КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ ПО СПЕЦИАЛЬНЫМ

РАЗДЕЛАМ ВЫСШЕЙ МАТЕМАТИКИ

6. ДВОЙНЫЕ, ТРОЙНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ
ИНТЕГРАЛЫ

6.1. Двойные интегралы
6.1.1. Изменить порядок интегрирования:

а) . ) ;(
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2

 dxyxdy
y

y

f∫ ∫
+

Область интегрирования (заштрихована) (рис. 57) ограниче-
на снизу и сверху прямыми y = 0 и y = 2, а слева и справа прямыми
х = 2y и х = y + 4. Меняем пределы интегрирования, тогда в на-
правлении  оси  Оу  на  х ∈  [0; 6]  нужно  выделить  две  области:
х ∈  [0; 4]  и  х ∈  [4; 6]  и первая область D1 будет ограничена снизу

и сверху прямыми:  y = 0  и  ,
2

x
y =   a вторая область  —  y = х – 4

и y = 2.
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Рис. 57
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Строим область интегрирования D (рис. 58). Она состоит из
двух областей: D1 – на отрезке х ∈  [0; 4] ограниченной снизу и

сверху кривыми y = 0 и ,
16

2x
y =  и D2 — на отрезке х ∈  [4; 6] огра-

ниченной снизу и сверху прямыми y = 0 и .
2

6 x
y

−=

При изменении порядка интегрирования будем иметь правиль-

ную  область  D,  ограниченную  слева  и  справа  кривыми  yx 4=
и х = 6 – 2у, а снизу и сверху прямыми y = 0 и y = 1. Ответ записан
наверху.

6.1.2. Найти объем тела, ограниченного поверхностями: z = 0;
y = x2   и   плоскостью,   проходящей   через   точки   А (2; 4; 0),
B (–4; 4; 0),  C (0; 0; 6).

Составим уравнение плоскости, проходящей через три задан-
ные точки:
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или
 –24х + 24y + 8z – 48 + 16z – 96 + 24x + 12y = 0,

или
3y + 2z – 12 = 0

и окончательно

.
2

3
6 yz −=

Изобразим тело (рис. 59): параболический цилиндр y = x2 ог-

раничен снизу плоскостью z = 0, а сверху — плоскостью yz
2

3
6 −=

параллельной оси Ox.  Область интегрирования D (рис. 60) есть
фигура ограниченная параболой y = x2  и прямой y = 4.

В силу симметрии тела относительно плоскости zOy  удвоим
интеграл:

ед.) (куб.  
5

32
2

20

3
22212 2   

20

3
212 2

 
4

3
612 2 )(

4

3
64

4

3
462

 
4

3
6 2 

2

3
6 2

532
0

53

2

0

42
2

0

2222

4
2

0

2
2

0

4

2

2

=




 ⋅−⋅−⋅=





 −−=

=




 −−=










 −⋅−





 ⋅−⋅=

=




 −=





 −=

∫∫

∫∫ ∫

xxx

dxxxdxxx

yydxdyydxV
x

x

Рис. 59 Рис. 60

0
y

x

z

–2 0   2          х

y

4

D



264

6.1.3. Изобразить и найти площадь фигур, ограниченных ли-
ниями:

а) y = 0; y = х2  и  y = 4 (х – 6)2.
Построим две параболы и найдем их точки пересечения:
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,)6(4 2

2

xy

xy

отсюда   х2 = 4(х – 6)2   или   x2 – 16x + 48 = 0,   его   корни   x1 = 4
и  x2 = 12.  На чертеже (рис. 61) изображена заштрихованная фи-
гура, площадь которой определяем:
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б) (x2 + y2)2 = 18 · xy.
В полярных координатах это уравнение запишется в виде

(смотрите пример 4.4.1б): ρ2 = 9 sin 2ϕ. Рассмотрим заштрихован-
ную область, для нее координаты ρ и ϕ определены неравенства-

ми ,
4

0
πϕ ≤≤  .2sin30 ϕρ ≤≤

Тогда

( )

ед.). (кв.  90cos
2

cos 9

 )2cos( 9)2(  2sin 
2

1
18  2sin3  2

2

1
 4  4   

4

44

44

0

00

2

2sin3
0

0

2

2sin3

00

=




 −−=

=−=⋅==

====

∫∫

∫∫∫∫∫

π

ϕϕϕϕϕ

ρϕρρϕρϕρ

π
ππ

ππ

ϕ
ϕ

dd

dddddS
D

6.2. Тройные интегралы

6.2.1. Найти интеграл ,    dzdydx
V

x∫∫∫  если тело V ограничено

плоскостями: x = 0, y = 0, x + 4y – 2z = 0 и x + y + z – 6 = 0.

Решение. Тело V ограничено координатными плоскостями xOz

и yOz, а снизу и сверху – соответственно плоскостями: )4(
2

1
yxz +=

и z = 6 – x – y. Найдем линию пересечения этих плоскостей:







−−=

+=

,6

)4(
2

1

yxz

yxz

или

,6)4(
2

1
yхyx −−=+

или
x + 2y – 4 = 0.
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Имеем ).4(
2

1
xy −=  Построим на плоскости xOy область D

(рис. 62). Вычисляем:
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6.2.2.   Найти    объем    тела,    ограниченного    поверхностями:
2z = x2 + y2; z = 2; x = 0; y = 2x.

Решение. Тело снизу ограничено поверхностью ),( 22

2

1
yxz +=

а сверху — z = 2. На плоскости xOy построим область D (рис. 63).

Перейдем к цилиндрическим координатам:







=
=
=

.
,sin
,cos

zz
y
x

ϕρ
ϕρ

Уравнение параболоида будет иметь вид:

2z = ρ2 cos2 ϕ + ρ2 · sin2 ϕ , или 2z = ρ2, или .
2

2ρ=z

Радиус ρ изменяется от 0 до .2222 =⋅== zρ
Найдем пределы изменения угла ϕ (рис. 64).

Рис. 63
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Рис. 64
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,2tg
2 == ==
x

x

x

y

OB

ABθ  тогда θ = 63,4349° и ϕ  = 90° + θ =

= 153,4349° = 0,852π, т.е. ϕ изменяется от 0 до 153,4349° = 0,852π.
Находим объем:
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dd

ddddzdd
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VV

6.3. Криволинейные интегралы

6.3.1. Вычислить криволи-
нейный интеграл

, );(  );( dyyxQdxyxP
С

+∫
где

P(x; y) = 2x + 2y,

Q(x; y) = 4x + 2y,

а контур C (OABO) ограничен
линиями:

ОА : y = 4x2,

AB : y = 16,

BO : x = 0.

а) Вычисляем  непосредствен-
но. Строим контур (рис. 65).

Рис. 65
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0 2     x

y

16
B
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Обход контура совершаем против часовой стрелки:
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б) Вычисляем криволинейный интеграл по формуле Грина:
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x

DDС

Вычисление криволинейного интеграла непосредственно и по
формуле Грина совпало.

6.3.2. Вычислить криволинейный интеграл

zdzdyzydxzxJ
C

12 )22( )42( −+++=∫
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вдоль одного витка винтовой линии С:





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≤≤=
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=

.20,6
,4sin2
,4cos2

πttz
ty
tx

Решение.

(

)

.  9 4cos 2 4sin  4 48

 )274cos6 4sin12(  16
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Рассмотрим два интеграла, которые возьмем по частям:
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Интеграл J вычисляем дальше:
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7. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОЛЯ
7.1. Дифференциальные операции

7.1.2. Найти в точке А (–1, –3, 0) градиент скалярного поля

.
3

4

yx

z
U

+
+=

Градиентом скалярного поля U (A), обозначаемым символом
grad u, называется вектор, проекциями которого являются част-
ные производные функции U (A) по соответствующим координа-
там, т.е.

. grad k
z

u
j

y

u

x

u
u

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= ι

Найдем частные производные
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u
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∂
∂
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∂
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)4(
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и их значения в точке А
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z
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и эти значения подставим в формулу grad u:

.
6

1

9

1

3

1
 grad kju −−−= ι

7.1.3. Найти в точке В (3, 1, 4) дивергенцию векторного поля

.10
3

),,(
2222

kzj
x

yz

y

xz
zyxF +−+−= ι

Дивергенция поля F  выражается следующим образом

. div
z

F

y

F

x

F
F zyx

∂
∂

+
∂

∂
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∂
∂
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Найдем частные производные
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и найдем их значения в точке B (3, 1, 4)

10 ;2
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32 =
∂
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∂
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∂

∂

BBB z

Fz

y

Fy

x

Fx

и подставим в формулу для F div

.21026 div =+−−=BF

7.1.4. Найти в точке С (2, 3, 1) ротор векторного поля

.)32(
3223

),,( kzyxj
z

yx

z

yx
zyxF +−−+−= ι

В трехмерном пространстве F rot  через декартовы прямоу-

гольные координаты вектора kFjFFF zyx    ++= ι  выражается сле-
дующим образом:
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Найдем частные производные
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и их значения в точке С (2, 3, 1)
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и эти значения подставляем в формулу для F rot :

.422 rot kjF +−−= ι

7.2. Интегралы и интегральные теоремы

7.2.1. Убедиться, что поле kyxjzzzyxF )53(53),,( +++= ι  по-
тенциально и найти его  потенциал.

Решение.  Необходимым  и  достаточным  условием  потенци-

альности  поля  ),,( zyxF   является  равенство  нулю  ротора  (вих-

ря)  этого  поля:  0 rot =F   Находим  вектор  ротора  поля

:)53(53 kyxjzzkRjQPF +++=++= ιι

( ) ( ) ( )
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ιι

т.е. данное поле потенциально.
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7.2.2. Даны поле kxyjzxizyF ⋅+⋅⋅−+⋅−= 8)35()53( 2222  и пи-
рамида с вершинами О (0; 0; 0), А (3; 0; 0), В (0; 5; 0) и С (0; 0; 8).
Найти:

а) поток поля F  через грань АВС  пирамиды в направлении
нормали, составляющей острый угол с осью Оz;

б) поток поля F  через внешнюю поверхность пирамиды с по-
мощью теоремы Остроградского – Гаусса;

в) циркуляцию поля F  вдоль замкнутого контура АВС:
в1) непосредственно;
в2) с помощью теоремы Стокса (обход контура происходит

в положительном направлении относительно внешней нормали к
поверхности пирамиды).

Решение. Строим чертеж пирамиды ОАBC (рис. 66). Найдем
уравнение плоскости АВС  как уравнение плоскости в отрезках:

1
853

=++ zyx
 или 40x + 24y + 15z – 120 = 0.

Единичный вектор нормали к этой плоскости, обеспечиваю-
щий требуемое направление ориентации поверхности, имеет вид:

,
|| N

N
n =

где ).15 24; ;40(=N

Рис. 66
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 Здесь

.492401152440|| 222 ==++=N

Тогда

.
49

15
  ;

49

24
  ;

49

40

49

15

49

24

49

40





=⋅+⋅+⋅= kjin

Следовательно, направляющие косинусы вектора n  равны:

 ,
49

40
cos =α  ,

49

24
cos =β  .

49

15
cos =γ

Тогда

cos a  · dS = dy · dz,   cos β · dS = dx · dz,  cos γ  · dS = dx · dy.

Для данного векторного поля )  ;  ;( RQPF =  будет

P = 3y2 – 5z2, Q = 5x2 – 3z2, R = 8xy.

Тогда по определению потока векторного поля )  ;  ;( RQPF =
через поверхность S = ABC получаем:

∫∫∫∫∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

+⋅−+⋅−=

=⋅+⋅−+⋅−=

=⋅⋅+⋅⋅−+⋅⋅−=

=⋅⋅+⋅+=Π

xyxzyz SSS

S

S

S

dydxxydxdzzxdzdyzy

dydxxydxdzzxdzdyzy

dSxydSzxdSzy

dSRQP

 ,  8    )3(5   )5(3 

 8 )3(5  )5(3 

cos8cos)3(5 cos)5(3 

)coscoscos( 

2222

2222

2222 γβα

γβα

где Syz, Sxz, и Sxy – проекции поверхности S на соответствующие
координатные плоскости.
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Следовательно,
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б) Поток векторного поля F  через внешнюю поверхность S  всех
граней пирамиды ОABC равен интегралу от дивергенции этого век-
торного поля, т.е. по формуле Остроградского – Гаусса имеем:
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в) Найдем циркуляцию векторного поля F  вдоль замкнутого
контура АВСА, где

.8)35()53( 2222 kxyjzxizyF ⋅+⋅−+⋅−=
Применяем сначала теорему Стокса.

. rot  dsFnrdFЦ
С S

⋅⋅=⋅= ∫ ∫∫
Здесь контур С — в виде сторон треугольника АВС, лежащего

в плоскости 40x + 24y + 15z – 120 = 0, проходящей через точки А,
В и  С.

Найдем ротор данного векторного поля.
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Используем здесь, что уравнение плоскости есть 40x + 24y +  15z  –
– 120 = 0 и для каждой координатной плоскости будем через это урав-
нение выражать нужные координаты. Тогда получаем интегралы:
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Вычислим циркуляцию поля F  непосредственно по формуле
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В результате Ц = ЦАВ + ЦВС + ЦСА = 0 + 320 – 320 = 0. Совпа-
дение величин циркуляции Ц,  найденных разными способами,
говорит о правильности результата.
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9.3. Ряды Фурье
9.3.1. Разложить функцию f (x) в ряд Фурье в указанном ин-

тервале:

f (x) = (x – 4)2 в интервале (0; 4).

Решение. Доопределим (продолжим) данную функцию на сег-
мент [–4; 0] четным образом и разложим ее в ряд Фурье, считая ее
заданной на сегменте [–4; 4], где она будет четной (рис. 67). Тогда
ее коэффициенты в ряде Фурье будут:
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Так как f (x) – четная функция, то ее ряд Фурье содержит толь-
ко свободный член а0 и косинусы, а bm = 0.

Тогда
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xfam
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На отрезке [0; 4] f (x) будет представляться рядом Фурье тем
же, что и на отрезке [–4; 4].

Рис. 67
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Тогда
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Тогда с учетом bm = 0 ряд Фурье получает вид:
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10. ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО
10.1. Действия с комплексными числами

10.1.1. Выполнить действия:

a) (4 + i · 5)2 · (5 – i · 4) = (16 + 40 · i + 25 · i2) · (5 – 4 · i) =

=(–9 + 40 · i) (5 – 4i) = –45 + 200 · i + 36 · i + 160 = 115 + 236 · i.

б) .
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10.2.1. Показать, что функция f (z) = (z + 4)2 + z – 5 · i  анали-
тична.

Представим   функцию   f (z)   в   виде   u (x, y) + i · v (x,  y),   где
z = x + i · y. Получаем

f (z) = (x + i · y + 4)2 + x + i · y – 5i =

=(x + 4)2 + 2 · (x + 4) · y · i – y2 + x + i · y – 5i =

=(x + 4)2 + x – y2 + i · (2 (x + 4) · y + y – 5).

Тогда u (x, y) = (x + 4)2 + x – y2, v (x, y) = 2(x + 4) · y + y – 5.
Проверим выполнение для f (z) условий Коши – Римана:
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Получаем, что
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Следовательно, условия Коши – Римана выполнены и данная
функция f (z) – аналитична.

10.3.1. Вычислить , ))4()5(( ∫ ⋅+⋅+−
С

dzyxiyx  где контур С —

незамкнутая  ломаная,  соединяющая  точки  О (0,  0),  А (4,  5)  и
В (0, 9) (рис. 68).

Используем формулу

,),( ),(  ),( ),(  )( dyyxudxyxvidyyxvdxyxudzzf
CCC

⋅+⋅⋅+⋅−⋅=⋅ ∫∫∫

где общий интеграл по контуру С = ОАВ разобьем на два контура
ОА и АВ.

Уравнение ОА: ,
4

5
xy =  .

4

5
dxdy ⋅=

Для АВ: y = 9 – x, dy = –dx.

Рис. 68
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Тогда
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Представим данную функцию в виде суммы элементарных
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Разложим каждую из этих функций в  ряд по степеням z – z0 =
= z – 0 = z c помощью геометрической прогрессии:
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Область сходимости каждой из прогрессий есть | z | < 4 и | z | < 9.
Общая часть дает радиус сходимости равный R = 4 или | z | < 4.
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Разложим данную функцию в ряд Лорана по степеням z:
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Это разложение верно при | z | < 5. Следовательно, данная фун-
кция имеет точку z0 = 0 полюсом второго порядка. Вычетом этой
функции f (z) относительно полюса z0 = 0 является коэффициент

при ,
11

z
z =−  т.е. число .
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 Аналогично,   при   разложении   f (z)   по   степеням   разно-
стей z – (–5) = z + 5 получим, что точка z1 = –5 будет полюсом
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первого  порядка  (степени  от  
z

1
  дадут  правильную  часть  ряда

Лорана) и вычет в точке z1 = –5 будет равен ,
25

1
т.к.

...
525

2

5

1

25

1
...

25

)5(

5

5
1

5

1

25

1

5
5

1

1

5

1

5

1

55

1

5

11

5

1
)(

22

2

22

+
⋅

+
+

⋅=









+++++⋅

+
⋅=

=


















+−

−⋅⋅
+

=






−+
⋅

+
=





⋅

+
=

z

zz

z

zzzzzz
zf

11.2.1. Решить  операционным  методом  дифференциальное
уравнение:  x ″ – x ′ – 20 · x = e–t,  x (0) = 0,  x ′ (0) = 4.

Решение. Переходим от оригиналов к изображениям функций.

Пусть 
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Тогда  с  учетом  того,  что  изображение  правой  части  есть
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te  получим операторное уравнение в виде:
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Отсюда находим
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Пользуясь таблицей изображений, находим искомое частное
решение:
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РАЗДЕЛ 6

ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
СТАТИСТИКА

6.1. Основные понятия и теоремы
теории вероятностей

6.1.1. Классическое определение вероятности

Если испытание может привести к одному и только к одному
из n различных равновозможных исходов (называемых элемен-
тарными исходами) и если m из этих исходов благоприятствуют
появлению событий А, то вероятность события А определяется
формулой

.)( 
n

m
AP = (1)

Это — классическое определение вероятности.
Отметим основные свойства вероятности.
1. Вероятность любого события заключена между нулем и еди-

ницей:

0 ≤ P (A) ≤ 1.

2. Вероятность достоверного события I, т.е. такого события,
которое при испытании обязательно произойдет, равна единице:

P (I) = 1.

3. Вероятность невозможного события О, т.е. события, кото-
рое в результате испытания не может произойти, равна нулю:

P (О) = 0.

4. Сумма вероятностей двух противоположных событий А и

А , т.е. таких событий, что появление одного из них исключает
появление другого, равна единице:

1.)( )( =+ APAP
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Пример 6.1. Из урны, в которой находится 4 белых, 9 черных и
7 красных шаров, наугад вынимают один шар. Какова вероятность
появления белого шара?

Решение. Здесь элементарным исходом является извлечение из
урны любого шара. Число всех таких исходов равно числу шаров
в урне, т.е. n = 20. Число исходов, благоприятствующих появле-
нию белого шара (событие А), очевидно, равно числу белых ша-
ров в урне, т.е. m = 4. Поэтому по формуле (1) находим:

.
5

1

20

4
)( ==AP

Пример 6.2. Игральный кубик бросают два раза. Какова веро-
ятность того, что сумма выпавших очков окажется равной восьми?

Решение. Обозначим через Aij событие, состоящее в том, что
при первом подбрасывании выпало i очков, а при втором – j оч-
ков. Тогда 36 событий

666261

262221

161211

,,,
,,,,
;,,,
;,,,

AAA

AAA
AAA

K
KKKK

K
K

можно рассматривать как элементарные исходы опыта. Следова-
тельно, число всех элементарных исходов n = 36. Появлению со-
бытия А (сумма выпавших очков равна восьми) благоприятству-
ют исходы  А26,  А35,  А44,  А53,  А62.  Таким образом, m = 5. Отсюда
получаем:

.
36

5
)( =AP

6.1.2. Геометрические вероятности

Если результат испытания определяется случайным положением
точки в некоторой области, причем положения точек в этой области
равновозможны, то вероятность события находится по формуле

,0

S

S
p = (2)

где S – геометрическая мера (длина, площадь или объем) всей об-
ласти, S0 – геометрическая мера той части области, попадание в
которую благоприятствует данному событию.
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Пример 6.3. В круг вписан квадрат. Какова вероятность того,
что точка, наудачу поставленная в круге, окажется внутри квад-
рата?

Решение. Площадь круга S = πr2, площадь квадрата S0 = 2r2,
где r – радиус круга (рис. 69). Отсюда по формуле (2) находим ис-
комую вероятность:

.
2

 

2
2

2
0

ππ
===

r

r

S

S
p

Пример 6.4. Известно, что телефонный звонок должен после-
довать от 11 ч до 11 ч 30 мин. Какова вероятность того, что зво-
нок произойдет в последние 10 минут указанного промежутка, если
момент звонка случаен?

Решение. Воспользуемся геометрической схемой. Для этого про-
межуток времени от 11 ч до 11 ч 30 мин представим в виде отрезка
АВ длиной в 30 единиц,  а промежуток  времени от 11 ч 20 мин до
11 ч 30 мин – в виде отрезка СВ длиной в 10 единиц (рис. 70). Слу-

Рис. 69

0
•

r

2r

2r

Рис. 70

10

30

A 
C

 B    

чайный звонок  в некоторый момент рассматриваемого получаса
изображается наугад взятой точкой на отрезке АВ. Тогда вероят-
ность того, что звонок произойдет в интервале от 11 ч 20 мин до
11 ч 30 мин, в полученной схеме  означает вероятность того, что


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точка, наугад взятая на отрезке АВ, окажется принадлежащей от-
резку СВ. Эта вероятность, очевидно, равна:

.
3

1

30

10 ==p

Пример 6.5.  В любой момент времени промежутка Т равно-
возможны поступления в приемник двух сигналов. Приемник счи-
тается забитым, если разность по времени между сигналами мень-
ше τ < T. Какова вероятность того, что приемник будет забит?

Решение. Рассмотрим прямоугольную декартову систему коор-
динат хОу. Пусть х и у – моменты поступления  в приемник соот-
ветственно первого и второго сигналов. Тогда все возможные ком-
бинации поступления сигналов изобразятся  точками квадрата
0 ≤ х ≤ Т, 0 ≤ у ≤ Т. Так как моменты поступления  сигналов равно-
возможны в течение промежутка времени Т, то положения точек
(х; у) в области рассматриваемого квадрата также равновозможны.

Выясним, какие точки квадрата благоприятствуют  интересу-
ющему нас событию А (приемник забит). Событие А может  про-
изойти лишь в том случае, если разность по времени между сигна-
лами будет меньше τ  т.е. если

| х – у) < τ. (*)

Таким образом, область квадрата, благоприятствующая собы-
тию А (на рис. 71 она заштрихована), состоит из точек, координа-
ты  (х; у) которых удовлетворяют неравенству (*).

Рис. 71
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Площадь квадрата S = T 2; площадь заштрихованной области

.)()( 
2

1
2 2222

0 ττ −−=−⋅−= TTTTS

Отсюда

.11
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2

2

22
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
 −−=−−==

TT

TT

S
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AP

ττ

6.1.3. Теоремы сложения и умножения вероятностей

Суммой нескольких событий называется событие, состоящее
в появлении хотя бы одного из этих событий.

Произведением нескольких событий называется событие, со-
стоящее в совместном осуществлении всех этих событий.

Теорема сложения вероятностей. Если события А1, А2, … , Аn
несовместны, т.е. никакие два из них не могут осуществиться  вме-
сте, то

P (А1 + А2 + … + Аn) = P (А1) + P (А2) + … + P (Аn). (3)

Вероятность события А, вычисленная в предположении, что
произошло событие В, называется условной вероятностью собы-
тия А при условии В и обозначается Р (А / В).

Теорема умножения вероятностей. Вероятность произведения
нескольких событий равна произведению вероятности одного из
них на условные вероятности всех остальных, причем вероятность
каждого последующего события вычисляется в предположении,
что все предыдущие события уже произошли:

P (А1 · А2·  А3… Аn) =

= P (А1) · P (А2 / А1) · P (А3 / А1 А2) … P (Аn / А1 А2 … Аn – 1). (4)

Если события А1, А2, … , Аn независимы, т.е. осуществление
любого числа из них  не меняет вероятностей осуществления ос-
тальных, то

P (А1 · А2·… Аn) = P (А1) · P (А2) … P (Аn). (5)
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Пример 6.6. Два станка работают независимо друг от друга.
Вероятность бесперебойной работы первого станка в течение не-
которого времени t  равна p1 = 0,9, второго — p2 = 0,8. Какова
вероятность бесперебойной работы обоих станков в течение ука-
занного промежутка времени?

Решение. Рассмотрим следующие события: А1 и А2 — беспере-
бойная работа соответственно первого и второго станков в тече-
ние времени t;  A — бесперебойная работа обоих станков в течение
указанного времени. Тогда событие А есть совмещение событий А1
и А2, т.е. А = А1 А2. Так как события А1 и А2 независимы (станки
работают независимо друг от друга), то по формуле (5) получим:

P (А) = P (А1) · P (А2) = 0,9 · 0,8 = 0,72.

Пример 6.7. В задаче 6.6. определить вероятность бесперебой-
ной работы хотя бы одного из двух станков в течение времени t
(событие В).

Решение.

Первый способ. Рассмотрим противоположное событие B
означающее простой обоих станков в течение времени t. Очевид-

но, что событие B  есть совмещение событий 1A  и 2A  — простоев

первого и второго станков, т.е. .21AAB =  Так как события 1A  и

2A  независимы, то

.02,02,01,0)]( 1[ )]( 1[)( )( )( 2121 =⋅=−−=⋅= APAPAPAPBP

 Отсюда

.98,0)(1)( =−= BPBP

Второй способ. Событие В происходит в том случае, когда
имеет место одно из следующих трех несовместных событий: либо

А1 · 2А  — совмещение событий А1 и 2А  (первый станок работает,

второй — не работает), либо 1А · А2 — совмещение событий 1А  и
А2 (первый станок не работает, второй – работает), либо А1 А2 —
совмещение событий А1 и А2 (оба станка работают), т.е.

.212121 AAAAAAB ⋅+⋅+⋅=
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По формуле (3) получим:

).( )( )( )( 212121 AAPAAPAAPBP ⋅+⋅+⋅=

В силу того, что события А1 и А2, а следовательно, А1 и 2A , 1A
и А2 независимы, имеем:

.98,0)( )( )(  )]( 1[)]( 1[ )( 

)( )( )( )( )( )( )( 

212121

212121

=⋅+−+−=
=⋅+⋅+⋅=

APAPAPAPAPAP

APAPAPAPAPAPBP

Пример 6.8. При увеличении напряжения может произойти
разрыв электрической цепи вследствие выхода из строя одного из
трех последовательно соединенных элементов; вероятности отка-
за элементов соответственно равны 0,2; 0,3; 0,4. Определить веро-
ятность того, что разрыва цепи не произойдет.

Решение. Пусть события А1, А2, А3 означают выход из строя
соответственно  первого,  второго  и  третьего  элементов.  Их
вероятности   по   условию   соответственно   равны:  P (A1)  =  0,2;
P (A2) = 0,3; P (A3) = 0,4. Тогда вероятности противоположных

событий  ,1A  ,2A  3A  соответственно первый, второй и третий эле-
мент не вышел из строя) равны:

.6,0)(   ;7,0)(   ;8,0)( 1)( 3211 ===−= APAPAPAP

Событие А, состоящее в том, что разрыва цепи не произошло,

есть совмещение независимых событий  ,1A  ,2A  3A : .321 AAAA ⋅⋅=
Следовательно, по формуле (5) получаем:

.336,06,07,08,0)( )( )( )( 321 =⋅⋅=⋅⋅= APAPAPAP

Пример 6.9. В урне 6 черных, 5 красных и 4 белых шара. Пос-
ледовательно вынимают три шара. Найти вероятность того, что
первый шар окажется черным, второй – красным и третий – бе-
лым.

Решение. Рассмотрим следующие события: А — первый выну-
тый шар черный, В — второй шар красный, С — третий шар бе-
лый. Обозначим через D событие, заключающееся в том, что шары
вынуты в последовательности: черный, красный, белый. Очевид-
но, D = A · B · C.
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По формуле (4) имеем:

P (D) = P (A) · P (B / A) · P (C / AB).

Найдем вероятности, входящие в правую часть этого равен-
ства. Вероятность того, что первоначально вынут черный шар,

.
5

2

15

6
)( ==AP  Вероятность извлечения из урны красного шара при

условии,  что  первоначально   был  вынут  черный  шар,

,
14

5
)/( =ABP  так как после изъятия черного шара в урне оста-

лось 14 шаров и из них — 5 красных. Вероятность извлечения из
урны белого шара после того, как были извлечены черный и крас-

ный шары, 
13

4
)/( =ABCP  (после изъятия черного и красного

шаров в урне осталось 13 шаров и из них — 4 белых).
Таким образом,

.
91

4

13

4
  

14

5
  

5

2
)( =⋅⋅=DP

Пример 6.10. Завод изготавливает определенного типа изде-
лия; каждое изделие имеет дефект с вероятностью p1 = 0,1. Изде-
лие осматривается одним контролером; он обнаруживает имею-
щийся дефект с вероятностью p2 = 0,8, а если дефект не обнару-
жен, пропускает изделие в готовую продукцию. Кроме того,
контролер может по ошибке забраковать изделие, не имеющее
дефекта; вероятность этого равна p3 = 0,3. Найти вероятности сле-
дующих событий:

А1 – изделие будет забраковано, но ошибочно;
А2 – изделие будет пропущено в готовую продукцию с дефек-

том;
А3 – изделие будет забраковано.

Решение. Рассмотрим следующие события:
В1 – изделие имеет дефект;
В2 – контролер обнаружит имеющийся дефект;
В3 – контролер забракует изделие, не имеющее дефекта.
По   условию   задачи   P (B1) = p1 = 0,1;   P (B2) = p2 = 0,8;

.3,0)( 331
== pBPB  Событие А1 по смыслу означает: «изделие не
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имеет дефекта и изделие будет забраковано контролером», т.е.

.311 BBA ⋅=  Тогда

.27,03,09,0)1()()( )( )( 3131311 1
=⋅=⋅−=⋅=⋅= ppBPBPBBPAP B

Событие А2 по смыслу означает: «изделие имеет дефект и кон-

тролер не обнаружит дефект», т.е. .212 BBA ⋅=  Тогда

,02,02,01,0)1()( )( )( 21212 =⋅=−⋅=⋅= ppBPBPAP

т.к. события B  и  2B  независимые.
Событие А3 по смыслу означает: «изделие имеет дефект и кон-

тролер обнаруживает дефект или изделие не имеет дефекта и кон-
тролер забракует изделие», т.е.

31213 BBBBA ⋅+⋅=
и

.35,03,09,08,01,0)1(

)()()( )( )( )( 

3121

312131213 1

=⋅+⋅=⋅−+⋅=

=⋅+⋅=⋅+⋅=

ppPP

BPBPBPBPBBBBPAP B

6.1.4. Формула полной вероятности и формула Байеса

Если с некоторым опытом  связано n исключающих друг дру-
га событий (гипотез) Н1, Н2, … , Нn и если событие А может осу-
ществиться только при одной из этих гипотез, то вероятность со-
бытия А вычисляется по формуле полной вероятности:

P (A) = P (H1) · P (A/H1) + P (H2) · P (A/H2) + … + P (Hn) · P (A/Hn).

Если до опыта вероятности гипотез были P (H1), P (H2), …,
P (Hn), то после проведения опыта, в результате которого осуще-
ствилось событие А,  вероятности гипотез можно переоценить по
формуле Байеса:

). ..., ,2 ,1(   

)/( )(  

)/( )( 
)/( 

1

ni

HAPHP

HAPHP
AHP

n

i
ii

ii
i =

⋅

⋅
=

∑
=



295

Пример 6.11. Имеется три урны с шарами. В первой урне 4 бе-
лых и 5 черных, во второй — 5 белых и 4 черных, в третьей — 6
белых шаров. Некто выбирает наугад одну из урн и вынимает из
нее шар. Найти вероятность того, что: а) этот шар окажется бе-
лым; б) белый шар вынут из второй урны.

Решение:
а) пусть А — событие, означающее, что извлечен белый шар.

Рассмотрим три гипотезы:

H1 — выбрана первая урна;

H2 — ,, вторая ,,   ;

H3 — ,, третья ,,   .

Так как урна, из которой извлекают шар, выбирается наугад, то

.
3

1
)( )( )( 321 === HPHPHP

Условные вероятности события А соответственно равны:

9

4
)/( 1 =HAP (вероятность извлечения белого шара из первой урны),

9

5
)/( 2 =HAP (вероятность извлечения белого шара из второй урны),

P (A/H3) = 1 (вероятность извлечения белого шара из третьей урны).

Отсюда по формуле полной вероятности получим:

.
3

2
2  

3

1
1  

3

1
  

9

5
  

3

1
  

9

4
  

3

1
)( =⋅=⋅+⋅+⋅=AP

б) для определения вероятности того, что белый шар извлечен
из второй урны, воспользуемся формулой Байеса:

.
18

5

3
2

9
5

3
1

)( 

)/(  )( 
)/( 22

2 =
⋅

==
AP

HAPHP
AHP
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Пример 6.12. По линии связи передаются два сигнала А и В

соответственно с вероятностями 0,72 и 0,28. Из-за помех 
6

1
 часть

А-сигналов искажается и принимается как В-сигналы, а 
7

1
 часть

переданных В-сигналов принимается как А-сигналы.
а) Определить вероятность того, что на приемном пункте бу-

дет принят А-сигнал.
б) Известно, что принят А-сигнал. Какова вероятность того,

что он же и был передан?

Решение:
а) пусть событие А – на приемном пункте появился А-сигнал.

Введем гипотезы: НА – передан сигнал А, НВ – передан сигнал В.
По условию P (HA) = 0,72; P (HB) = 0,28.

Вероятность того, что принят А-сигнал при условии, что он
же послан, равна:

.
6

5

6

1
1)/( =−=AHAP

Вероятность того, что принят А-сигнал при условии, что по-
слан В-сигнал, равна:

.
7

1
)/( =BHAP

Отсюда по формуле полной вероятности получаем

.64,0
7

1
28,0

6

5
72,0)/( )( )/( )( )( =⋅+⋅=⋅+⋅= BBAA HAPHPHAPHPAP

б) вероятность приема А-сигнала при условии, что он же был
передан, найдем по формуле Байеса:

.
64,0

6,0

64,0
6
5

72,0

)( 

)/(  )( 
)/( =

⋅
=

⋅
=

AP

HAPHP
AHP AA

A

Пример 6.13. Пассажир может обратиться за получением би-
лета в одну из трех касс. Вероятности обращения в каждую кассу
зависят от их местоположения и равны соответственно p1, p2, p3.
Вероятность того, что к моменту прихода пассажира имеющиеся
в кассе билеты будут распроданы, равна для первой кассы p4, для
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второй – p5, для третьей – p6. Пассажир направился за билетом.
Какова вероятность того, что он приобретет билет?

Решение. Рассмотрим следующие случайные события:

А  – пассажир приобретет билет;
Н1  – пассажир направился в первую кассу;
Н2  – пассажир направился во вторую кассу;
Н3  – пассажир направился в третью кассу.

Ясно, что события Н1, Н2,  Н3 образуют полную группу собы-
тий и несовместны (мы считаем, что пассажир может направить-
ся только в одну кассу). События Н1, Н2,  Н3 являются гипотеза-
ми. Событие А может произойти только при условии, что про-
изошла одна из гипотез.

По формуле полной вероятности:

).1( )1( )1( 

)()( )()( )()( )( 

635241

321 321

pPpPpP

APHPAPHPAPHPAP HHH

−+−+−=

=⋅+⋅+⋅=

Пример 6.14. Имеются три партии деталей по 30 деталей в каж-
дой. Число стандартных деталей в первой, второй и третьей парти-
ях соответственно равно 20, 15, 10. Из наудачу взятой партии на-
удачу извлечена деталь, оказавшаяся стандартной. Затем из той
же партии вторично наудачу извлекли деталь, которая также ока-
залась стандартной. Найти вероятность того, что детали были
извлечены из третьей партии.

Решение. Обозначим через А событие — в каждом из двух ис-
пытаний была извлечена стандартная деталь.

Можно сделать три предположения (гипотезы): Н1 — детали
извлекались из первой партии; Н2 — детали извлекались из вто-
рой партии; Н3 — детали извлекались из третьей партии.

Так как детали извлекались из наудачу взятой партии, то ве-
роятности гипотез одинаковы:

.
3

1
)( )( )( 321 === HPHPHP

Найдем условную вероятность ),(
1

APH  т.е. вероятность того,
что из первой партии будут последовательно извлечены две стан-
дартные детали:

 
87

38
 

29

19
  

30

20
)( .

1
=⋅=APH
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Найдем условную вероятность ),(
2

APH   т.е. вероятность того,
что из второй партии будут последовательно извлечены (без воз-
вращения) две стандартные детали:

 
29

7
 

29

14
  

30

15
)( .

2
=⋅=APH

Найдем условную вероятность ),(
3

APH   т.е. вероятность того,
что из третьей партии будут последовательно извлечены две стан-
дартные детали:

 
29

3
 

29

9
  

30

10
)( .

3
=⋅=APH

Искомая вероятность того, что обе извлеченные стандартные
детали взяты из третьей партии, по формуле Бейеса равна:

 .
68

9

  
261
68
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1

 
29
3

 
3
1

  
29
7
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1

  
87
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1
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6.2. Схема повторных испытаний
6.2.1. Формула Бернулли

Если при одних и тех же условиях определенный опыт повто-
ряется n раз и если вероятность появления некоторого события А
в каждом опыте равна p, то вероятность того, что событие А в
серии из n опытов произойдет ровно k раз, находится по формуле
Бернулли:

.–1  где  ,)( pqknkk
nn qpCkP =−= (1)

Сочетания из n по k находят по формуле

,
! )( ! 

!

knk

n
C k

n −
=  где n! = Pn = 1 · 2 · 3 · … · n.



299

Число k0 появлений события А в серии из n опытов, вероят-
ность которого наибольшая, называется наивероятнейшим чис-
лом наступления события А в n опытах. Это число находят по
формуле

k0 = [np + p]. (2)

Символ […] означает здесь целую часть числа.
Если число np + p – целое, то наивероятнейшим будет также и

число k0 – 1 с той же вероятностью Pn (k0).

Пример 6.15. Среди деталей, обрабатываемых рабочим, быва-
ет в среднем 4% нестандартных. Найти вероятность того, что сре-
ди взятых на испытание 30 деталей две детали будут нестандарт-
ными. Каково наивероятнейшее число нестандартных деталей в
рассматриваемой выборке из 30 деталей и какова его вероятность?

Решение. Здесь опыт заключается в проверке каждой из 30 де-
талей на качество. Событие А – появление нестандартной детали;
его вероятность Р = 0,04, тогда q = 0,96. Отсюда по формуле Бер-
нулли находим:

.202,0)96,0()04,0()2( 2822
3030 ≈= CP

Наивероятнейшее число нестандартных деталей в данной вы-
борке вычисляется по формуле (2):

k0 = [30 · 0,04 + 0,04] = [1,24] = 1,

a его вероятность равна

.305,0)96,0(04,0)1( 2911
3030 ≈⋅⋅= CP

Пример 6.16. Вероятность попадания в цель при одном выст-
реле равна 0,8. Найти вероятность того, что в серии из четырех
выстрелов будет: а) хотя бы одно попадание; б) не менее трех по-
паданий; в) не более одного попадания.

Решение. Здесь n = 4, p = 0,8, q = 0,2. a) Найдем вероятность
противоположного события – в серии из четырех выстрелов нет
ни одного попадания в цель:

.0016,02,0)0( 4400
44 === qpCP
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Отсюда находим вероятность хотя бы одного попадания в цель:

.9984,00016,01)1(4 =−=≥kP

б) Событие В, заключающееся в том, что в серии из четырех
выстрелов произошло не менее трех попаданий в цель, означает,
что было либо три попадания (событие С), либо четыре (событие
D), т.е. В = С + D. Отсюда P (B) = P (C) + P (D); следовательно,

.8192,08,02,08,04

)4( )3( )3( 
43

044
4

133
4444

=+⋅⋅=

=+=+=≥ qpCqpCPPkP

в) Аналогично вычисляется вероятность попадания в цель не
более одного раза:

.2576,02,08,040016,0

0016,0)1( )0( )1( 
3

311
4444

=⋅⋅+=

=+=+=≤ qpCPPkP

6.2.2. Локальная теорема Лапласа

Если вероятность p  появления некоторого события А посто-
янна  в n независимых испытаниях и отлична от 0 и 1, то вероят-
ность Pmn того, что в этих испытаниях событие А наступит m раз
при n → ∞, удовлетворяет соотношению:

,1
)( 

 
 lim =

∞→ x

Pnpq mn

n ϕ

где ,2

2

2

1
)( 

x

ex
−

⋅=
π

ϕ  а .
npq

npm
x

−=

Отсюда следует, что при сделанных предположениях относи-
тельно p, если n достаточно большое, имеет место приближенное
равенство:

.
)( 

npq

x
Pmn

ϕ≈ (3)

Пример 6.17. Вероятность изготовления детали высшего сор-
та на данном станке равна 0,4. Найти вероятность того, что среди
наудачу взятых 26 деталей половина окажется высшего сорта.
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Решение. Требуется найти вероятность P13,26. Зная теорему
Лапласа, необходимые вычисления производим по следующей
схеме:

;04,1
50,2

60,2

;6,24,1013;13
;50,224,6;26

;24,66,04,10;6,04,01
;4,104,026;4,0

==−=

=−=−=
===

=⋅==−=
=⋅==

npq

npm
x

npmm
npqn

npqq
npp

ϕ (x) = ϕ (1,04) = 0,2323;

.093,0
50,2

2323,0)( ==≈
npq

x
Pmn

ϕ

Значения функции ϕ (x) находим по таблице.

6.2.3. Интегральная теорема Лапласа

Если вероятность p наступления события А в каждом из n не-
зависимых испытаний постоянна и отлична от 0 и 1, то вероят-
ность того, что m — число появлений события А при n испытани-

ях — заключено между npqnpa α+=  и npqnpb β+=  (a < b),
удовлетворяет соотношению:

,1
)]( )( [ 

2
1

)( 
 lim =

Φ−Φ

<<
∞→ αβ

bmaP
n (4)

где dtex
x

t

∫ −=Φ
0

2

2

  
2

2
)( 

π
 — функция Лапласа, а 

npq

npa −=α  и

npq

npb −=β  (q = 1 – p). Отсюда при достаточно большом n  следует

приближенное равенство:

.
2

)( )( 
)( 

αβ Φ−Φ
≈<< bmaP (5)
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Если в соотношении (4) положить  
pq

nεα −=   и  ,
pq

nεβ =

то получим

,1
 

)( 
 lim =











Φ

+<<−
∞→

pq
n

nnpmnnpP
n

ε

εε

(6)

откуда  1      lim =





<−

∞→
εp

n

m
P

n
  (теорема  Бернулли),  так  как

1  lim =









Φ

∞→ pq

n
n

ε    и   =





 <−<−=+<<− εεεε p

n

m
PnnpmnnpP  )( 

.    





<−= εp

n

m
P

При достаточно больших n из формулы (6) следует прибли-
женное равенство:











Φ≈





<−

pq

n
p

n

m
P εε       (7)

или

. ) |  | ( 









Φ≈<−

npq
npmP

εε (8)

Пример 6.18. При установившемся технологическом процессе
фабрика выпускает в среднем 70% продукции первого сорта. Чему
равна вероятность того, что в партии из 1000 изделий число пер-
восортных заключено между 652 и 760?

Решение. Известны число независимых испытаний n = 1000 и
вероятность наступления события в отдельном испытании p = 0,7.
Требуется найти вероятность того, что число появлений события
заключено между a = 652 и b = 760. Искомую вероятность нахо-
дим по формуле (5)

.)]( )( [ 
2

1
 )( αβ Φ−Φ≈<< bmaP
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Расчет α и β  производим по следующей схеме:

.

;

;

;

;48700652

;

1,99810)( –)( 

0,99813–(–3,31) )( 

0,99997(4,14) )( 

14,4
491,14
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60700760

31,3
491,14
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491,14210

;2103,0700)7,01(700

;70010007,0
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=Φ=Φ

=Φ=Φ

==−=
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−=−=−

αβ
α
β

β

α

npq

npb
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npq
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npq

npq
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Поэтому искомая вероятность приближенно равна:

.99905,0
2

99810,1

2

)( )( 
==

Φ−Φ αβ

Пример 6.19. Бюффон бросил монету 4040 раз, причем герб
выпал 2048 раз. Можно ли считать полученное отклонение числа
появлений герба от 2020 случайным или же оно обусловлено сис-
тематической причиной?

Решение. Расхождение эмпирической частоты Бюффона от те-
оретической можно считать случайным, если вероятность того,
что при 4040 бросаниях монеты отклонение числа выпадений гер-
ба от 2020 равно или больше по абсолютной величине, чем у Бюф-
фона, достаточно большая. Пусть m — число выпадений герба
при 4040 бросаниях монеты. Находим вероятность:

P ( | m – 2020 | < 28),

где 28 = | 2048 – 2020 |;

.   ) || ( 









Φ≈<−

npq
npmP

εε

–
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В данном случае p = 0,5, q = 0,5, n = 4040, ε  = 28. Отсюда

;;

;;

881,0
78,31

28
10105,02020

78,31101020205,04040

===⋅=

===⋅=

npq
npq

npqnp
ε

P ( | m – 2020 | < 28) ≈ Φ (0,881) = 0,6217.

Поэтому вероятность противоположного события, т.е. того,
что | m – 2020 | ≥ 28, равна 1 – 0,6217 = 0,3783. Так как эта вероят-
ность достаточно большая, то результат Бюффона можно считать
обусловленным случайными причинами.

Пример 6.20. Посажено 600  семян кукурузы с вероятностью
0,9 прорастания для каждого семени. Найти границу абсолютной
величины отклонения частости взошедших семян от вероятности
p = 0,9, если эта граница должна быть гарантирована с вероятно-
стью P = 0,995.

Решение. Мы знаем, что если n — число независимых испыта-
ний и p — вероятность  наступления события в отдельном испы-
тании, то при любом ε  > 0 имеет место приближенное равенство:

,       









Φ≈





<−

pq

n
p

n

m
P εε

где   q = 1 – p.   В нашем случае   n = 600,   p = 0,9 ,   q = 1 – 0,9 = 0,1,
P = 0,995, ε — ? По формуле (7):

.  995,0
1,09,0

600
  или  

1,09,0

600
   9,0    =











⋅
Φ











⋅
Φ≈





<− εεε

n

m
P

Пользуясь таблицей, решаем уравнение Φ (t) = 0,995; t = 2,81.

Отсюда 81,2 
0,10,9

600
 =

⋅
ε  и, следовательно,

.034,0
610

3,081,2

1006

0,09
  81,2 =⋅=

⋅
=ε
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Пример 6.21. С конвейера сходит в среднем 85% изделий пер-
вого сорта. Сколько изделий необходимо взять, чтобы с вероят-
ностью 0,997 отклонение частости изделий первого сорта в них от
0,85 по абсолютной величине не превосходило 0,01?

Решение. Здесь  p = 0,85, q = 1 – 0,85 = 0,15, ε = 0,01, P = 0,997,

n — ? Так как в равенстве         









Φ≈





<−

pq

n
p

n

m
P εε  известна

вероятность P, стоящая слева, то сначала решим уравнение Φ (t) = P.

Пусть tP — корень этого уравнения. Тогда , Ptpq

n ≈ε  22
Ptpq

n ≈ε

и, следовательно, .
2

2

ε
Ppqt

n ≈  Для нашего случая t0,997 = 3, поэтому

.11475
0001,0

1475,1

)01,0(

315,085,0
2

2

==⋅⋅≈n

 6.3. Случайные величины
Случайная величина (СВ) — это переменная, принимающая в

каждом конкретном испытании конкретное числовое значение,
которое может меняться от опыта к опыту.

Примеры: количество клиентов, посетивших парикмахерскую
за день; месячная прибыль ателье; время проявления фотопленки.

Случайные величины представляют результаты измерений в
случайных экспериментах (испытаниях). Существует два вида слу-
чайных величин: дискретные и непрерывные.

Дискретные случайные величины — это переменные, прини-
мающие только отделенные друг от друга числовые значения (ко-
торые можно заранее перечислить).

Примеры: оценки в зачетной книжке (3, 4, 5); количество сту-
дентов на экзамене.

Непрерывная случайная величина может принимать любые
значения из замкнутого или открытого интервала. Например, раз-
меры одной и той же детали, определяемые разными людьми или
с применением разных инструментов, различны.

Возможны комбинированные (дискретно-непрерывные) слу-
чайные величины, которые на одних интервалах являются непре-
рывными, а на других — дискретными.
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6.3.1. Законы распределения

Законом распределения вероятностей  дискретной случайной
величины называется любое правило, позволяющее находить все
вероятности каждого значения этой величины. Для случайных
величин любого вида — это правило, позволяющее находить ве-
роятности появления этой величины в любом заданном интерва-
ле ее значений. Законы распределения задаются в аналитичес-
кой, графической или табличной форме. Обычно для этого ис-
пользуются:

а) ряд распределения (многоугольник распределения);
б) интегральная функция распределения;
в) дифференциальная функция распределения.
Ряд распределения это таблица, в которой перечислены все

возможные значения СВ и соответствующие им вероятности. Он
является исчерпывающей характеристикой  дискретной СВ.

У непрерывных СВ ряд распределения отсутствует, поэтому
он не является универсальным законом распределения СВ. При-
мер  ряда  распределения  иллюстрируется  табл.  1,  где  представ-
лено (в порядке возрастания) пять значений дискретной случай-
ной величины Х. При этом сумма всех вероятностей всегда равна
единице.

Таблица  1

x
i

–3 0 1 3 4

P
i

0,3 0,2 0,1 0,3 0,1

Интегральной функцией распределения  называют функцию
F (x), определяющую для каждого значения х вероятность  того,
что случайная величина Х примет значение, меньшее х, т.е.

F (x) = P (X < x),

где х — некоторая текущая переменная.
Интегральная функция распределения — самая универсальная

характеристика СВ. Она существует и для дискретных и для не-
прерывных СВ, полностью и однозначно характеризуя их с веро-
ятностной  точки зрения, т.е. является одной из форм закона рас-
пределения. Часто слово «интегральная» опускается.
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На рис. 72 представлена интегральная функция распределения
дискретной случайной величины, заданной табл. 1.

Основные свойства интегральной функции распределения:

1. Функция распределения есть неотрицательная функция, зак-
люченная между нулем и единицей: 0 ≤ F (x) ≤ 1, где на границах
интервала: F (x = –∞) = 0 и F (x = +∞) = 1.

2. Вероятность появления СВ в интервале от α до β, равна раз-
ности значений интегральной функции распределения на концах
интервала, т.е.

P (α < x < β ) = F (β ) – F (α).

3. Интегральная функция — неубывающая функция своего
аргумента, т.е. если x2 > x1, то F (x2) ≥ F (x1).

4. В отдельных точках F (x) может иметь разрыв. В этих точ-
ках величина скачка функции распределения равна вероятности
появления случайной величины в этой точке:

P (X = x) = F (x + 0) – F (x).

Рис. 72. Интегральная функция распределения дискретной
случайной величины (см. табл. 1)

xI = –3 x2 = 0 x3 = 1 x4 = 3  x5 = 4   x

F (x)

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

p5 = 0,1

p
4
 = 0,3
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5. График функции распределения дискретной СВ имеет сту-
пенчатый вид (рис. 72), а непрерывной — непрерывную линию
(рис. 73).

Плотностью (дифференциальной функцией) распределения
непрерывной случайной величины x называется производная ее
интегральной функции: f (x) = F ′ (x).

Основные свойства плотности распределения:

1. Дифференциальная функция неотрицательна: f (x) ≥ 0.

2. Интеграл от f (x) в пределах от –∞ до х* равен интегральной
функции распределения

∫
∞

<<∞=<==
*

–

.*)(– *)( *)(  )( 
x

xXPxXPxFdxxf

Этот интеграл численно равен площади фигуры, лежащей ле-
вее точки х* и заключенной между кривой плотности и осью абс-
цисс (рис. 74).

Рис. 73. Интегральная функция распределения непрерывной
случайной величины
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Рис. 75. Графическое изображение интегральной функции
в интервале от α до β

0 α   β x

F (x)

S = P(α  < x < β )

3. С помощью дифференциальной функции можно определить
вероятность попадания случайной величины в заданный интер-
вал от α до β, которая равна

∫=<<
β

α

βα , )( )( dxxfXP

т.е. вероятность попадания случайной величины Х  в заданный
интервал (α ; β ) равна определенному интегралу от плотности рас-
пределения, взятому в пределах от α  до β (см. рис. 75).

Рис. 74. Графическое изображение интегральной функции
F (x*) = P (X < x*)

0 x* x

F (x)

S = F(x*)
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4. Интеграл от плотности распределения в бесконечных пре-
делах равен единице:

.10–1  )(– )(  )( ==∞−∞=∫
∞

∞

FFdxxf

Пример 6.22. Случайная величина Х задана интегральной фун-
кцией:

  

2   при1 

20   при
2

,0  при0

)( 

.

,










>

≤≤

<

=

x

x
x

x

xF

Найти вероятность того, что в результате  испытания Х при-
мет значение, принадлежащее интервалу (0; 1).

Решение. Искомая вероятность равна приращению интеграль-
ной функции на заданном интервале:

P (0 < X < 1) = F (1) – F (0).

Так как на интервале (0; 1) по условию ,
2

)( 
x

xF =  то

.
2

1
  

2

0
  

2

1
)0( –)1( =−=FF

Итак,

.
2

1
)10( =<< XP

6.3.2. Числовые характеристики случайных величин

Математическое ожидание М (Х) и дисперсия D (X) — наибо-
лее часто применяемые характеристики случайной величины. Они
характеризуют наиболее важные черты распределения: его поло-
жение и степень разбросанности.

Математическим ожиданием называется:
а) для дискретной случайной величины – сумма всех произве-

дений ее возможных значений на их вероятности:

∑∑ ⋅=⋅=
i

ii
i

ii pxxpxXM ;)( )(
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б) для непрерывных случайных величин:

∫
∞

∞−

⋅⋅= .)( )( dxxfxXM

Здесь f (x) — дифференциальная функция распределения СВ.

Свойства математического ожидания (МО):

1. МО постоянной равно ей самой:

М (С) = С.

2. Постоянный множитель можно выносить за знак МО:

М (K · X) = K · М (X).

3. МО суммы двух случайных величин, являющихся функцией
одного случайного события А, равно сумме математических ожи-
даний этих СВ:

М (X ± Y) = М (X) ± М (Y).

4. МО произведения взаимно независимых случайных вели-
чин равно произведению их МО:

М (X · Y) = М (X) · М (Y).

5. Свойства 3 и 4 можно распространить на любое число сла-
гаемых или сомножителей.

Дисперсией случайной величины Х называется математичес-
кое ожидание квадрата отклонения СВ от ее математического
ожидания:

а) для дискретной СВ:

∑ ⋅−=
i

ii pXMxXD ;2))(( )( 

б) для непрерывной СВ:

. )())(( )( 2∫
∞

∞−

⋅−= dxxfXMxXD

Дисперсия равна разности между математическим ожиданием
квадрата СВ Х и квадратом ее математического ожидания, т.е.

D (X) = М (X 2) – [М (X)]2.
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Свойства дисперсии:

1. Дисперсия постоянной равна нулю:

D (C) = М (C 2) – [М (C)]2 = C2 – (C)2 = 0.

2. Постоянный множитель можно выносит за знак дисперсии,
возводя его в квадрат:

D (K · X) = K 2 · D (X).

3. Дисперсия суммы или разности двух независимых СВ равна
сумме их дисперсий:

D (X ± Y ) = D (X) + D (Y).

4. Дисперсия суммы СВ с постоянной равна дисперсии СВ:

D (X + C ) = D (X) + D (C) = D (X) + 0 = D (X).

5. Свойства 3 и 4 можно распространить на любое число сла-
гаемых.

Квадратный корень из дисперсии называется средним квад-
ратическим отклонением случайной величины:

.)( )( XDX =σ

Использование σ (Х) полезно благодаря одинаковой размер-
ности его с размерностью математического ожидания.

6.3.3. Дискретные распределения

Геометрическое распределение
Дискретная СВ с рядом распределения

x 1 2 3 … n …

p P (1) P (2) P (3) … P (n) …

где   P (n) = P · qn–1,   q = 1 – P,   0 < P < 1,  P — постоянное число,
имеет геометрическое распределение.

Если Х имеет геометрическое распределение, то

,1
)(

p
XM =   ,

2
)(

p

q
XD =  .)(

p

q
X =σ
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Биномиальное распределение

Пусть n — некоторое натуральное число,  0 < p < 1,  q = 1 – p.
Дискретная  СВ с рядом распределения

x 0 1 2 … k … n ...

p p (0) p (1) p (2) … p (k) … p (n) ...

где ,)( knkk
n qpCkP −⋅⋅=  имеет биномиальное распределение.

Если Х — случайная величина, равная числу появлений неко-
торого события A в n независимых испытаниях (p = p (A) — веро-
ятность появления события А в одном испытании), то Х имеет
биномиальное распределение.

Если СВ Х имеет биномиальное распределение, то

M (X) = n · p,  D (X) = n · p · q,  .)( qpnX ⋅⋅=σ

 Распределение Пуассона

Распределением Пуассона называется распределение дискрет-
ной СВ, вероятности значений которой вычисляются по формуле
Пуассона:

, 
! 

)( λλ −= e
m

mP
m

n

где λ = n · p – среднее число появлений события.
Для распределения Пуассона

M (X) = λ   и   D (X) = λ.

Это свойство применяют на практике при решении вопроса:
правдоподобна ли гипотеза о том, что случайная величина Х рас-
пределена по закону Пуассона?

Пример 6.23. Вероятность сдать заказ в ателье равна p < 1,0.
Настойчивый клиент обходит все имеющиеся в городе ателье, пока
не добьется успеха. Какова вероятность, что ему это удастся не
раньше, чем с третьего раза, если по статистике среднее число по-
пыток равно 5.
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Решение. Случайная величина распределена по геометричес-

кому  закону.  Поэтому   М (Х) = 5 = 
p

1
,   отсюда   р = 0,2.   Найдем

P (1) = р · q1–1 = 0,2 и P (2) = р · q2–1 = 0,2 · 0,8 = 0,16 — вероятности
того, что клиент добьется успеха с первого и со второго раза со-
ответственно.

События, что клиент добьется успеха не раньше, чем с третье-
го  раза  или  с  первого,  или  со  второго  раза,  образуют  полную
группу событий, т.е. P (m ≥ 3) + [P (m = 1) + P (m = 2)] = 1. Отсюда
P (m ≥ 3) = 1 – [P (1) + P (2)] = 1 – (0,2 + 0,16) = 0,64.

Пример 6.24. На абонементное обслуживание поставлено 5 те-
левизоров. Известно, что для группы из пяти телевизоров матема-
тическое ожидание числа отказавших за год равно единице. Если
телевизоры имеют одинаковую вероятность безотказной работы,
то какова вероятность, что за год потребуется хотя бы один ремонт?

Решение.  Случайная  величина  распределена  по  биномиаль-
ному   закону,   так   как   испытания   независимы   и   вероятность
P (А) = const. Поскольку математическое ожидание числа отка-
завших телевизоров равно единице, то математическое ожидание
годных равно:

.415)(–)( =−== AA XMnXM

Параметр Р определяется  из формулы математического ожи-

дания, М (Х) = n · p, т.е. Р = 
5

4
 = 0,8. «Потребуется хотя бы один

ремонт» соответствует вероятности Р5 (n < 5), где n — число год-
ных телевизоров. Тогда из анализа полной группы случайных ве-
личин Р5 (n < 5) = 1 – Р5 (n = 5). При этом вероятность годности
всех телевизоров рассчитывается по формуле Бернулли:

.8,0)5  ,5( 555555
5 ==⋅⋅=== − pqpCmnP

Вероятность искомого события равна:

Рn=5 (m > 5) = 1 – 0,85 = 0,67.

Задачу можно решить и другим способом. Так как вероятность
ремонта любого телевизора q = 0,2, а вероятность безотказной
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работы Р = 0,8, то вероятность хотя бы одного ремонта из пяти
телевизоров равна:

Р (А) = 1 – p5 = 1 – 0,85 = 0,67.

Пример 6.25. Приемщица за один час принимает в среднем две
заявки. Предполагается простейший поток заявок. Чему равна
вероятность поступления четырех заявок за четыре часа?

Решение. Для простейшего потока событий можно воспользо-
ваться распределением Пуассона, которое будет иметь вид:

, 
! 

) (
 )(  t

m

n e
m

t
mP λλ −=

где по условию λ = 2; t = 4 и тогда λ t = 8, а m — число заявок.
Вероятность  появления  не  менее  четырех  событий  рассмот-

рим как:
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6.3.4. Непрерывные распределения

6.3.4.1. Равномерное распределение

Распределение вероятностей называется равномерным, если
дифференциальная функция имеет постоянное значение на интер-
вале, которому принадлежат все возможные значения случайной
величины, т.е. f (x) = C на (а; b) и f (x) = 0 при всех остальных
значениях х.
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Тогда закон равномерного распределения запишем в виде:
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График равномерного распределения представлен на рис. 76.

Найдем интегральную функцию:
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Ее график представлен на рис. 77.

Для равномерного распределения:
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Рис. 77
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Пример 6.26. Мастер, осуществляющий ремонт на дому, мо-
жет появиться в любое время с 10 до 18 часов. Клиент, прождав до
14 часов, отлучился на один час. Какова вероятность, что мастер
(приход его обязателен) не застанет его дома?

Решение. Из анализа формулировки задачи принимаем равно-
мерный закон распределения случайного времени прихода масте-
ра. Для определения границ интервала времени учтем, что раз до
14 часов мастер не пришел, то до 18 часов он придет обязательно.
Следовательно, a = 14 и b = 18, а интегральная функция распреде-
ления:
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Тогда вероятность его появления в момент отсутствия клиен-
та (с 14 до 15 часов) равна:
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6.3.4.2. Экспоненциальное (показательное)
распределение

Показательным (экспоненциальным) называется распределе-
ние вероятностей, которое описывается дифференциальной фун-
кцией:
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где λ — постоянное положительное число.
Найдем интегральную функцию:
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где λ = const.
Вероятность безотказной работы на интервале времени от нуля

до х*, соответствующей событию «появление отказа после t = х*»:

.)1(1*)( 1*)( 1*)(  * tx eexFxXPxXP λλ −− =−−=−=<<−∞−=>
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Пример 6.27. Построить графики интегральной и дифферен-
циальной функций распределения для экспоненциального закона
с параметром λ = 0,7, для которого:
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Графики этих функций изображены на рис. 78.

Рис. 78
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Пример 6.28. Радиосистема, имеющая 1000 элементов (с ин-
тенсивностью отказов λi = 10–6 отк / ч), прошла испытание и при-
нята заказчиком. Требуется определить вероятность безотказной
работы системы в интервале t1 < (t = t1 + ∆ t) < t2, где ∆t = 1000 ч.

Решение. Интенсивность отказа системы из n = 1000 нерезер-
вированных элементов, каждый из которых имеет λi = 10–6 отк / ч,
равна λs = n · λi = 10–3 отк / ч. При таких исходных данных вероят-
ность отказа системы за время t = 1000 ч равна:

.37,0)( 1100010 3
====> −⋅−− −

eeetXP tλ

Пример 6.29. Холодильник имеет постоянную интенсивность
отказа равную λ = 10–5 отк / ч. Какова вероятность, что он отка-
жет после гарантийного срока τ = 20000 часов?

Решение. Учитывая постоянную интенсивность отказов, мож-
но принять экспоненциальный закон распределения вероятностей.
Тогда вероятность отказа в интервале 0 < X < 20000  будет опре-
деляться с помощью интегральной функции:

.181,0111)0( 2,02000010 5
≅−=−=−=<< −⋅−− −

eeexXP xλ

Очевидно, что вероятность отказа после гарантийного срока
будет равна P (X > 20000) = 0,819.

Математическое ожидание непрерывной случайной величины,
распределенной по экспоненциальному закону, равно величине,
обратной параметру распределения:

,
1

)( 
λ

=XM

a дисперсия:
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)( 
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=XD

Преимущество этого распределения в том, что оно определя-
ется одним параметром λ, а обычно эти параметры бывают неиз-
вестными и трудность заключается в том, чтобы их оценить.

Рассмотрим вероятность попадания случайной величины Х в
заданный интервал (а; b):

.)1()1()( )( )(    baab eeeeaFbFbXаP λλλλ −−−− −=−−−=−=<<

Итак, .)(  ba eebXаP λλ −− −=<<
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6.3.4.3. Нормальный закон распределения
На практике очень часто имеют дело со случайными величи-

нами, зависящими от большого числа сравнительно незначитель-
ных и взаимно независимых факторов.

Пример. При измерении длины материала, веса порции хими-
ката и т.п. имеют место ошибки измерения. Найти вероятность,
что ошибка лежит в пределах от –∆x до +∆х.

Плотность распределения такой случайной величины описыва-
ется кривой, представленной на графике (рис. 79), где x1 = x* – ∆x
и x2 = x* + ∆x. Это нормальный закон распределения.
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Рис. 79. График плотности (кривая Гаусса)
и интегральная функция нормального закона распределения

непрерывной случайной величины

dzexF
x az

∫
∞−






 −
⋅−

=

2

2

1

2

1
)( σ

πσ

1,0

F(x
2
)

F(x1)

0,5

0                   a x1 x2 x

F(x)

2

2

1

2

1
)(






 −−

⋅= σ

πσ

ax

exf



321

Нормально распределенной называется случайная величина,
имеющая в интервале от –∞ до +∞ плотность, определяемую фор-
мулой
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Ее интегральная функция:
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При σ = 1 и a = 0 будем иметь нормированное нормальное
распределение

Fн (x) = 0,5 + Φ (x),

где dzex
x

z

∫ −
=Φ
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2
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π
 — интеграл Лапласа.

Указанный интеграл можно вычислить, пользуясь таблицами,
и тогда вероятность попадания СВ X в интервал определяется по
формуле

P(x1 < X < x2) = Φ (x2) – Φ (x1)

(Φ (–x) = – Φ (x) — нечетная функция).
Доказано, что переход от нормированной к обычной функ-

ции осуществляется подстановкой:
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Пример 6.30. Случайная величина Х распределена нормально.
Математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение
этой величины соответственно равны 2 и 5. Найти вероятность
того, что в результате испытания СВ Х примет значение, принад-
лежащее интервалу (1; 4).

Решение. Воспользуемся формулой:
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По условию:  α = 1,  β = 4,  а = 2,  σ = 5,  следовательно,
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Так как функция Лапласа нечетная, то

Φ(–0,2) = –Φ(0,2).
Таким образом,

P (1 < X < 4) = Φ(0,4) +Φ(0,2).

По таблице находим:

Φ(0,4) = 0,1554;   Φ(0,2) = 0,0793.

Искомая вероятность равна:

P (1 < X < 4)= 0,1554 + 0,0793 = 0,2347.

Пример 6.31. Три непрерывные случайные величины имеют
различные распределения: а) равномерное; б) экспоненциальное;
в) нормальное. Для всех трех распределений М (Хi) = σ (Хi) = 4.

Найти для всех законов распределения вероятность того, что
в результате испытания СВ Хi примет значение, заключенное в
интервале (5; 12).

Решение.
а) Равномерное распределение.
Дифференциальная   функция   равномерного   распределения

СВ Х1 имеет вид:
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Параметры а и b найдем из условия, что для равномерного
распределения
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Отсюда





=−
=+

192)(
,8

2ab
ab

  или  




=−
=+

.38
,8

ab
ab

Решая эту систему, находим, что

 .93,10)31( 4  ;93,2)31( 4 ≅+=≅−= ba

При извлечении квадратного корня во втором уравнении сис-
темы взят знак «+» с учетом того, что a < b.

Имеем
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Вероятность попадания СВ Х1 в интервале (α ; β ) определяем
по формуле
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Для нашего случая искомая вероятность равна:
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Итак,

P (5 < X1 < 12) = 0,428.

б) Экспоненциальное распределение.
Интегральная функция экспоненциального распределения СВ

Х2 имеет вид:

F (x) = 1 – e–λx.
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Известно,  что   
λ
1

)( 2 =XM    или   4
1 =
λ

   по условию.  Отсюда

λ = 0,25. Тогда

F (x) = 1 – e–0,25x.

Искомая вероятность:

P (5 < X2 < 12) = e–0,25· 5 – e–0,25· 12 = e–1,25 – e–3 = 0,2367.

в) Нормальное распределение.
Вероятность того, что СВ Х3, подчиненная нормальному за-

кону распределения, попадет в интервал (α ; β), равна:
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Здесь Φ(х) — функция Лапласа, а — математическое ожида-
ние, σ — среднее квадратическое отклонение. Так как по условию
задачи а = σ = 4, то искомая вероятность равна:
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Находим по таблицам, что
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Тогда

P (5 < X3 < 12) = 0,4772 – 0,0987 = 0,3785.

6.4. Основные понятия математической статистики
6.4.1. Генеральная совокупность. Выборка.

Основные типы задач математической статистики

Пусть Х — некоторая случайная величина (количественный
признак). В дальнейшем все значения этой СВ будем называть ге-
неральной совокупностью. Если, например, Х — дискретная СВ,
то генеральная совокупность — х1, х2, …, хn.

Допустим, что в процессе наблюдений или опытов мы полу-
чили n значений (х1, х2, …, хn) случайной величины Х. В дальней-
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шем будем говорить, что сделали выборку х1, х2, …, хn из гене-
ральной совокупности Х.

Число n называется объемом выборки.
Выборку х1, х2, …, хn из генеральной совокупности Х также

можно представить, как значения n экземпляров х1, х2, …, хn слу-
чайной величины Х.

Заметим, что среди элементов выборки могут быть повторяю-
щиеся. Поэтому для каждого элемента хi выборки говорят о часто-
те ее появления, т.е. сколько раз число хi наблюдалось в выборке.

В дальнейшем мы часто будем задавать выборку в виде таблицы

х
i

х
1

х
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… х
m

n
i

n
1

n
2

… n
m

где  х1,  х2,  …,  хm — различные  элементы  выборки,  а  n1,  n2,  …,
nm — частоты элементов выборки.

Ясно, что в этом случае объем выборки n = n1 + n2 + … + nm.
Значения х1, …, хm выборки будем называть вариантами.
Если варианты выборки расположены в возрастающем поряд-

ке, то выборка называется вариационным рядом.
Например,

х
i

–1 2 5 10 11

n
i

2 7 1 1 5

Варианты    выборки    называются    равноотстоящими,    если
Хi +1 – Хi = h, где h  — постоянное число.

На практике при описании реальных процессов различные
характеристики процесса являются случайными величинами. По-
этому возникают задачи определения законов распределения, ма-
тематических ожиданий и других характеристик этих СВ, осно-
вываясь на изучении выборок.

Пусть значения СВ Х определяют генеральную совокупность
и  F (x)  =  P (X  <  x)  —  интегральная  функция  распределения  Х.
В дальнейшем мы будем ее называть теоретической функцией рас-
пределения генеральной совокупности Х. Зная функцию F (x), мож-
но определить все характеристики СВ Х. Поэтому поставим пе-
ред собой следующую задачу: можно ли с помощью выборок из
генеральной совокупности Х приближенно найти функцию F (x)?
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Пусть задана выборка
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объема  n = n1 + n2 + … + nm.

Построим функцию ,)(*
n

nxxF =  где nx — число вариантов

выборки, меньших х, т.е. 
n

nx  представляет относительную часто-

ту вариант выборки, меньших х. Функция F* (x) называется фун-
кцией распределения выборки или эмпирической функцией рас-
пределения.

Пример 6.32. Найти эмпирическую функцию по выборке
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Решение.  Найдем   объем   выборки:   n = 10 + 15 + 25 = 50.
Наименьшая варианта равна единице, следовательно,  F* (x) = 0
при x ≤ 1. Значение Х = 4, а именно х1 = 1, наблюдалось 10 раз,
следовательно,
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Значения Х < 6, а именно х1 = 1 и х2 = 4, наблюдались n1 + n2 =
= 10 + 15 = 25 раз, следовательно,
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Графически эта функция изображена на рис. 80.

Эмпирическая функция F* (x) является приближением теоре-
тической функции F (x), и чем больше объем выборки n, тем точ-
нее F* (x) описывает F (x) (по вероятности, т.е. случайные откло-
нения маловероятны).

В заключение заметим: эмпирическая функция обладает анало-
гичными свойствами, что и теоретическая функция распределения.

6.4.2. Статистическая оценка
параметров распределения

Пусть значения случайной величины Х образуют генеральную
совокупность. Закон распределения СВ (например, нормальный
закон) Х нам известен. Однако неизвестны некоторые параметры
этого распределения (например, МО или дисперсия).

Требуется, изучая выборки из генеральной совокупности, оце-
нить, т.е. приближенно найти, неизвестный параметр.

Статистической оценкой неизвестного параметра называется
всякая функция ϕ  вариант xi выборки, дающая приближенное зна-
чение этого параметра.

Если обозначим неизвестный параметр через θ , а его оценку
через θ*, то θ* = θ  (х1, …, хn), где х1, …, хn — выборка из гене-
ральной совокупности Х.

Рассматривая варианты х1, …, хn выборки как значения n эк-
земпляров Х1, …, Хn СВ Х, получим:

θ* = ϕ (Х1, …, Хn),

т.е. статистическая оценка θ* является функцией от случайных

Рис. 80

F *(x)

1,0

0,5

0,2

0    1    2    3   4    5    6           x



328

величин Х1, …, Хn, а значит и сама является СВ. Таким образом,
статистическая оценка θ* принимает значения (различные) в за-
висимости от выборки.

Ясно, что для одного и того же неизвестного параметра мож-
но построить различные статистические оценки. Наша задача
понять, какие оценки являются «хорошими».

Во-первых, естественно желание, чтобы статистическая оцен-
ка, являясь случайной величиной, имела своим математическим
ожиданием неизвестный параметр.

Статистическая оценка θ* неизвестного параметра θ  называ-
ется несмещенной, если М (θ*) = θ .

Во-вторых, естественно требовать, чтобы значения статисти-
ческой оценки θ* по возможности более тесно концентрировались
около θ . Вспоминая, что дисперсия является мерой рассеяния зна-
чений СВ около среднего значения, дадим следующее определе-
ние.

Статистическая оценка θ* неизвестного параметра θ  называ-
ется эффективной, если она обладает наименьшей дисперсией сре-
ди всех статистических оценок параметра θ .

В третьих, естественно считать, что, чем больше объем выбор-
ки, тем точнее значение статистической оценки определяет неиз-
вестный параметр.

Статистическая оценка θ* неизвестного параметра θ  называ-
ется состоятельной, если она стремится по вероятности к θ , т.е.

1} |*| { lim =<−
∞→

εθθ
n

P    при любом ε  > 0.

6.4.3. Генеральная средняя. Выборочная средняя

Пусть значения случайной величины Х образуют генеральную
совокупность. Математическое ожидание Х будем называть гене-
ральной средней и обозначать Гx  т.е.  ).( Г XMx =

Рассмотрим некоторую выборку x1, x2, …, xn (варианты могут
повторяться) из генеральной совокупности Х. Будем ее рассмат-
ривать как значения n экземпляров Х1, Х2, …, Хn  СВ Х. Рассмот-
рим статистическую оценку

,
...21

В n

XXX
X n+++

=
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которая называется выборочной средней. Конкретное значение

статистической оценки В X  при выборке x1, x2, …, xn будет:

n

xxx
x n+++

=
...21

В 

(статистическая оценка В X  является СВ, а В x  — конкретное зна-

чение В X , зависящее от выборки).
В дальнейшем и В x  будем называть выборочной средней.
Если выборка задана в виде таблицы

х
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х
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х
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… х
m

n
i

n
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m

то ясно, что n = n1 + n2 + … + nm

.12211
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⋅
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Выборочная средняя В X  является эффективной, несмещенной
и состоятельной статистической оценкой для математического

ожидания М(Х), т.е. для генеральной средней Г X .

6.4.4. Выборочная дисперсия

Пусть значения СВ Х образуют генеральную совокупность.
Дисперсию D (Х) CВ Х будем называть генеральной дисперсией и

обозначать DГ, а среднее квадратическое отклонение ГГ D=σ
Требуется найти статистическую оценку для DГ.
Пусть x1, x2, …, xn — выборка из генеральной совокупности Х,

а Х1, Х2, …, Хn – n экземпляров Х. Рассмотрим статистическую
оценку

∑
=

−=
n

i
i xx

n
D

1

2
ВВ ,)(  

1
 

которая называется выборочной дисперсией. DВ — случайная ве-
личина. Ее конкретное значение при данной выборке x1, …, xn
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равно ∑
=

−=
n

i
i xx

n
d

1

2
ВВ )(  

1
  (dВ также называется выборочной дис-

персией).
Если выборка из генеральной совокупности задана в виде таб-

лицы
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Пример 6.33. Пусть выборка задана таблицей

х
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5 3 1 1

n = 5 + 3 + 1 + 1 = 10. Тогда
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DВ является смещенной статистической оценкой для D (Х).

Поэтому рассматривают статистическую оценку ,В
2

1
 D
n

n
s ⋅

−
=  ко-

торая называется исправленной выборочной дисперсией. s2 явля-
ется несмещенной статистической оценкой для DГ Нетрудно ви-
деть, что при больших n:  s2 ≈ DВ.

Величина ВВ σ=d  называется выборочным среднеквадрати-

ческим отклонением, а В
2   

1
 σ

n

n
ss

−==   — исправленным вы-

борочным среднеквадратическим отклонением.
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Пример 6.34. Пусть генеральная совокупность Х подчинена
нормальному закону. Требуется оценить ее параметры.

Так  как  параметрами  нормального  распределения  являются
σ = σГ и Г)( xXMa == , то

σ  ≈ σ при объеме выборки n ≤ 30,

σ  ≈ σВ при объеме выборки n > 30.

6.4.5. Интервальные оценки параметров распределения.
Доверительный интервал для математического

ожидания нормального распределения
при известном σσσσσ

Пусть СВ Х образуют генеральную совокупность и θ  — неиз-
вестный параметр СВ Х. Если статистическая оценка θ* является
состоятельной, то чем больше объем выборки, тем точнее полу-
чаем значение θ . Однако на практике мы имеем выборки не очень
большого объема, поэтому не можем гарантировать большую
точность.

Пусть θ* — статистическая оценка для θ . Величина |θ* – θ |
называется точностью оценки. Ясно, что точность является СВ,
т.к. θ* — случайная величина. Зададим малое положительное чис-
ло δ  и потребуем, чтобы точность оценки |θ* – θ | была меньше δ ,
т.е. | θ* – θ  | < δ.

Мы не можем категорически утверждать, что оценка θ* удов-
летворяет неравенству | θ* – θ  | < δ; можно лишь говорить о веро-
ятности γ , с которой это неравенство выполнится.

Надежностью γ  или доверительной вероятностью оценки θ  по
θ* называется вероятность γ, с которой осуществляется неравен-
ство |θ* – θ | < δ , т.е.

γ = Р {|θ* – θ | < δ}.

Обычно надежность g задают наперед, причем, за γ берут чис-
ло, близкое к 1 (0,9; 0,95; 0,99; …).

Так как неравенство |θ* – θ | < δ равносильно двойному нера-
венству θ* – δ ≤ θ  ≤ θ* + δ, то получаем:

γ  = Р {θ* – δ < θ  < θ * + δ}.
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Интервал (θ* – δ, θ* + δ) называется доверительным интер-
валом, т.е. доверительный интервал покрывает неизвестный па-
раметр θ  с вероятностью γ. Заметим, что концы доверительного
интервала являются случайными и изменяются от выборки к вы-
борке, поэтому точнее говорить, что интервал (θ* – δ, θ* + δ)
покрывает неизвестный параметр θ , а не θ  принадлежит этому
интервалу.

Пусть генеральная совокупность задана случайной величиной
Х, распределенной по нормальному закону, причем, среднее квад-
ратическое отклонение σ  известно. Неизвестным является мате-
матическое ожидание а = М (Х). Требуется найти доверительный
интервал для а при заданной надежности γ.

Выборочная средняя

n

XX
X n++

=
...

   1
В

является статистической оценкой для .Г ax =

Теорема. Случайная величина Вx  имеет нормальное распре-

деление, если Х имеет нормальное распределение, и ,)( В aXM =

, )( В
n

X
σσ =  где ,)( XD=σ  ).( XMa =

Доверительный интервал для а имеет вид:

δδ +<<− ВВ XaX

и

.} || { В γδ =<−aXP

Находим δ .
Пользуясь соотношением

,  2 2} || { 
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где Φ(z) — функция Лапласа, имеем:

. 2 γ
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
Φ n
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Обозначив , t
n =

σ
δ

 получим Φ(t) = γ. Так как γ задана, то по

таблице значений функции Лапласа находим значение t.

Из равенства 
σ

δ n
t  =  находим 

n

tσδ  =  — точность оценки.

Значит, доверительный интервал для а имеет вид:
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Если задана выборка из генеральной совокупности Х
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Пример 6.35. Найти доверительный интервал для оценки ма-
тематического ожидания а нормального распределения с надеж-

ностью 0,95, зная выборочную среднюю ,43,10В =X  объем выбор-
ки n = 100 и среднее квадратическое отклонение σ = 5.

Решение. Воспользуемся формулой

.ВВ
n

txa
n

tx
σσ ⋅+<<⋅−

Найдем t. Из соотношения 2Φ(t) = 0,95 получим: Φ(t) = 0,475.
По таблице находим t = 1,96. Найдем точность оценки

.98,0
100

51,96
      =⋅==

n

tσδ
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Искомый доверительный интервал (10,43 – 0,98 < a < 10,43 + 0,98)
или (9,45 < a < 11,41).

Смысл полученного результата таков: если будет произведе-
но большое число выборок, то 95% из них определят такие дове-
рительные интервалы, в которых математическое ожидание бу-
дет заключено.

6.5. Методы расчета характеристик
выборки

Рассмотрим рациональные методы определения характерис-
тик выборки Вx  и  dB.

6.5.1. Условные варианты.
Метод произведений

Пусть выборка из генеральной совокупности Х является ва-
риационным рядом с равноотстоящими вариантами, т.е.
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m

х1 < х2 < … < хm,   хi+1 – хi = h = const,   n = n1 + n2 + … + nm.
Условными называют варианты ui, определяемые равенством

,  
h

Cx
u i

i
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=

где С — ложный нуль. Обычно полагают С равным варианте с
наибольшей частотой.

Нетрудно видеть, что условные варианты принимают только
целые значения, и, если xi0 = C, то ui0 = 0.

Условные  варианты  u1,  u2,  …,  un  образуют  условную  вы-
борку
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Тогда можно определить условные эмпирические моменты
порядка k:
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Определив условные выборочные моменты первого и второго
порядка
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можно определить выборочные среднюю и дисперсию:

.])([  ; 22*
1

*
2В

*
1В hMMdChMx ⋅−=+⋅=

Пример 6.36. Даны выборочные варианты xi и соответствую-
щие частоты ni количественного признака Х:

x
i

10 15 20 25 30

n
i

6 16 50 24 4

Найти методом произведений выборочные среднюю, диспер-
сию и среднее квадратическое отклонение.

Решение. Составим расчетную таблицу, для чего:
1) запишем варианты xi в первый столбец;
2) запишем частоты ni во второй столбец;
3) в качестве ложного нуля С выберем варианту 20 (эта вари-

анта имеет наибольшую частоту); в клетке третьего столбца, ко-
торая принадлежит строке, содержащей варианту 20, пишем 0; над
нулем последовательно записываем условные варианты –1, –2, а
под нулем — последовательно 1, 2;

4) произведения частот на условные варианты ui записываем в
четвертый столбец; находим сумму этих произведений и помеща-
ем ее в нижнюю клетку столбца;

5) произведения частот на квадраты условных вариант запи-
шем в пятый столбец; сумму чисел столбца (80) помещаем в ниж-
нюю клетку столбца;
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6) произведения частот на квадраты условных вариант, уве-
личенных на единицу, запишем в шестой (контрольный) столбец;
сумму чисел столбца (188) помещаем в нижнюю клетку столбца.

В итоге получим следующую расчетную таблицу:
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10 6 –2 –12 24 6

15 16 –1 –16 16 0

20 50 0 0 0 50

25 24 1 24 24 96

30 4 2 8 16 36
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Совпадение найденных сумм свидетельствует о том, что вы-
числения произведены правильно.

Вычислим условные моменты первого и второго порядков:
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Найдем  шаг  (разность  между  двумя  соседними  варианта-
ми): h = 15 – 10 = 5.

Найдем искомую выборочную среднюю:

.2,2020504,0*
1в =+⋅=+⋅= ChMx

Найдем искомую выборочную дисперсию:

.96,195](0,04)  8,0[])([ 222*
1

*
2в =⋅−=⋅−= hMMd

Найдем искомое среднее квадратическое отклонение:

.47,496,19вв === dσ
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6.5.2. Эмпирические и теоретические частоты

Пусть значения СВ Х образуют генеральную совокупность.
Закон распределения Х неизвестен.

Рассмотрим некоторую выборку объема n из генеральной со-
вокупности
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n = n1 + … + nm.
Частоты ni появления вариант xi также называют эмпиричес-

кими частотами.
Пусть Х — дискретная СВ и имеются основания предположить,

что изучаемая величина Х распределена по некоторому опреде-
ленному закону. Зная закон распределения Х, мы можем найти
вероятности pi появления значений xi, т.е.

pi = P {X = xi }.

Теоретическими частотами ni называют частоты, определяе-
мые по формуле ni = n · pi.

Нетрудно видеть, что ni указывает, сколько раз должно по-
явиться в среднем значение xi случайной величины Х с предпола-
гаемым законом распределения.

Пусть теперь Х — непрерывная СВ. Рассмотрим более деталь-
но определение теоретических частот, предполагая, что Х — нор-
мально распределенная случайная величина.

Пусть
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n
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n = n1 + … + nm , равноотстоящая выборка из генеральной сово-
купности Х, n1 , … , nm — эмпирические частоты, хi+1 – xi = h.

Тогда теоретические частоты определяются по формуле

,ii pnn ⋅=′

где pi — вероятность попадания Х в i-ый частичный интервал с

концами 
2

h
xi −  и 

2

h
xi + .
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Приближенно вероятности pi могут быть найдены по формуле
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Значения функции ϕ (u) находятся по таблице.

6.6. Статистическая проверка гипотез
Во многих случаях результаты наблюдений используются для

проверки предположений (гипотез) относительно либо самого
вида распределения генеральной совокупности, либо значения
параметров уже известного распределения — статистических ги-
потез. Пусть известно распределение СВ Х (например, это нор-
мальный закон), и по выборке необходимо проверить гипотезу
о значении некоторого параметра ( ,Гx  DГ  или σ Г) этого распре-
деления.

В дальнейшем выдвигаемую и проверяемую гипотезу будем
называть нулевой гипотезой (или основной) и обозначать ее че-
рез Н0. Наряду с Н0 рассматривают также одну из альтернатив-
ных (конкурирующих) гипотез Н1. Например, если проверяется
гипотеза  о  равенстве  параметра  θ   некоторому  заданному  зна-
чению  θ0,  т.е.  Н0: θ  = θ 0,  то  в  качестве  альтернативной  гипо-
тезы   можно   рассмотреть   одну   из   следующих:   а)  Н1:  θ   >  θ0;
б) Н1: θ  < θ 0;   в) Н1: θ  ≠ θ 0;   г) Н1: θ  = θ 1,  где θ 1 — другое
заданное значение параметра θ .

Выдвинутая гипотеза Н0 может соответствовать истине или
нет. При проверке гипотезы Н0 по результатам выборки могут
быть допущены ошибки двух родов: 1) ошибка первого рода —
отвергнута правильная гипотеза; 2) ошибка второго рода — при-
нята неправильная гипотеза. Последствия этих ошибок неравноз-
начны, и роль каждой оценивается до конца по условиям конк-
ретной задачи. Например, если при проверке качества партии де-
талей по выборке из нее в качестве Н0 принята гипотеза, что доля
брака  не  более  0,1%,  то  при  допущении  здесь  ошибки  первого
рода будет забракована годная продукция, а допустив ошибку
второго  рода,  выпустим  потребителю  партию  деталей  с  долей
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брака  больше  допустимого.  Перед  началом  анализа  выборки
фиксируют очень малое число α. Вероятность совершить ошибку
первого  рода  называется  уровнем  значимости  α.  Обычно  бе-
рут α = 0,05; 0,01; 0,005.

Правило, по которому принимается решение принять или
отклонить гипотезу Н0, называется критерием или статистичес-
ким критерием K. Выбор K зависит от конкретной задачи.

Обычно критерий проверки гипотезы реализуется с помощью
некоторой статистической характеристики, определенной по вы-
борке, т.е. с помощью некоторой статистики θ . Здесь θ  — неко-
торая СВ, закон распределения которой известен.

В множестве всех возможных значений статистики q критерия
K выделим подмножество ω0, при котором гипотеза Н0 отклоня-
ется. Это подмножество называется критической областью. То
подмножество значений θ, при котором гипотезу Н0 не отклоня-
ют, называется областью принятия гипотезы (допустимой облас-
тью). Точки, разделяющие эти области, называются критически-
ми точками. Для определения критических точек используют прин-
цип практической невозможности событий, имеющих малую
вероятность. При этом задаются достаточно малой величиной α,
называемой уровнем значимости критерия, и определяют крити-
ческую область как множество тех значений θ , вероятность кото-
рых принадлежать к области ω0 равнялась бы α, т.е.

P {θ  ∈ ω0 } = α.

Если по данным выборки при данном уровне значимости по-
лучается, что θ  ∉ ω0, то это может служить основанием для от-
клонения гипотезы Н0.

Рассмотрим проверку гипотезы о нормальном распределении
генеральной совокупности Х. Пусть распределение Х неизвестно,
но есть основание предположить, что Х имеет нормальное рас-
пределение, т.е. выдвигается нулевая гипотеза Н0 о нормальности
СВ Х. Статистический критерий, с помощью которого проверя-
ется нулевая гипотеза, называется критерием согласия. Имеется
несколько критериев согласия. Обычно в них используют статис-
тики, имеющие таблицы распределений, подготовленные заранее:
статистику с нормальным нормированным распределением, ста-
тистику χ2 и статистику Фишера. Рассмотрим критерий согласия
Пирсона (критерий согласия χ2 Пирсона, χ2 — «xи квадрат»).
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Пусть для Х получена выборка объема n, заданная в виде ста-
тистического ряда с равноотстоящими вариантами:
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Найдем по данным выборки величины Вx  и σ B. Предпола-
гая,  что  Х  имеет  нормальное  распределение,  вычислим  вели-
чины :in′
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называемые теоретическими частотами, в противоположность
чему ni здесь называют эмпирическими частотами.

В качестве статистики θ  выбирают СВ χ 2:
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Она подчиняется распределению χ 2 с числом степенной свободы
ν  = s – r – 1, где s — число различных значений хi; r — число пара-
метров, от которых зависит распределение. Для нормального за-

кона таких параметров два: )(В XMxa ==  и ,
1

В −
⋅==
n

n
Dsσ  т.е.

r = 2, и ν  = s – 3. Если эмпирическое и теоретическое распределе-
ния совпадают, то χ 2 = 0. По данному уровню значимости a и
числу степеней свободы ν в таблице распределения χ 2 находят кри-

тическое значение 2
крит.χ  и определяют критическую область:

,2
крит.

2 χχ < .}:{ 2
крит.

22
0 χχχω ≥=  Затем вычисляют наблюдаемое

значение χ 2, т.е.  2
набл.χ по формуле
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Если окажется, что 2
крит.

2
набл. χχ <  то нулевую гипотезу Н0 о том,

что X имеет нормальное распределение, принимают. В этом слу-
чае опытные данные выборки хорошо согласуются с гипотезой о
нормальном распределении генеральной совокупности.
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Пример 6.37. При уровне значимости α  = 0,05 проверить ги-
потезу о нормальном распределении генеральной совокупности,
если известны эмпирические и теоретические частоты:

n
i

6 12 16 40 13 8 5

in′ 4 11 15 43 15 6 6

Решение. Число различных вариант m равно 7, значит число
степеней  свободы  распределения  χ 2  равно  7 – 3 = 4.  По  табли-
це критических  точек  распределения  χ 2,  по  уровню  значимос-

ти α  = 0,05 и числу степеней свободы 4 находим 2
кр.χ = 9,5. Вычис-

лим 2
набл.χ , для чего составим расчетную таблицу.

1 2 3 4 5 6

i n
i in′ ii nn ′− 2)( ii nn ′−

i

ii

n

nn

′
′− 2)(

1 6 4 2 4 1

2 12 11 1 1 0,09

3 16 15 1 1 0,061

4 40 43 –3 9 0,21

5 13 15 –2 4 0,27

6 8 6 2 4 0,7

7 5 6 –1 1 0,17

4,22
набл. =χ

Так как 2
кр.

2
набл. χχ <  то нулевая гипотеза о нормальности гене-

ральной совокупности принимается.

Пример 6.38. Дано статистическое распределение выборки:

x
i

1,6 3,0 4,4 5,8 7,2 6,6 10,0

n
i

3 7 15 35 22 13 5
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Решение.
1.Найдем методом произведений выборочные: среднюю, дис-

персию и среднее квадратическое отклонение. Воспользуемся ме-
тодом произведений, для чего составляем табл. 1.

Т а б л и ц а  1

x
i

n
i

u
i

n
i 
u

i

2
iiun n

i
 (u

i
 + 1)2

1,6 3 –3 –9 27 12

3,0 7 –2 –14 28 7

4,4 15 –1 –15 16 0

5,8 35 0 0 0 35

7,2 22 1 22 22 88

8,6 13 2 26 52 117

10,0 5 3 15 45 80

∑ == 100inn ∑ =⋅ 25ii un ∑ =⋅ 1892
ii un ∑ =+ 339)1( 2

ii un

В качестве ложного нуля принимаем С = 5,8 — варианта с наи-
большей частотой 35. Шаг выборки h = x2 – x1 = 3,0 – 1,6 = 1,4.
Тогда условные варианты определяем по формуле

.
4,1

8,5
  

−
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−
= ii

i
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h

Cx
u

Подсчитываем  условные  варианты   ui   и  заполняем  все
столбцы.

Последний столбец служит для контроля вычислений по тож-
деству:

∑ ∑∑ ++=+ .   2  )1(  22 nununun iiiiii

Контроль: 339 = 189 + 2 · 25 + 100.
Вычисления произведены верно. Найдем условные моменты.

.89,1
100
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Вычисляем выборочную среднюю:

.15,68,54,125,01В =+⋅=+⋅= ∗ ChMx

Находим выборочную дисперсию:

.58,34,1])25,0(89,1[])([ 2222
12В =⋅−=⋅−= ∗∗ hMMd

Определяем выборочное среднее квадратическое отклонение:

.89,158,3ВВ === dσ

2. Строим нормальную кривую.
Для облегчения вычислений все расчеты сводим в табл. 2.

Т а б л и ц а  2
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) )( 07,74 ii un ϕ⋅=′

1,6 3 –4,55 –2,41 0,0219 2

3,0 7 –3,15 –1,67 0,0989 7

4,4 15 –1,75 –0,92 0,2613 19

5,8 35 –0,35 –0,18 0,3925 30

7,2 22 1,05 0,56 0,3410 25

8,6 13 2,45 1,30 0,1714 13

10,0 5 3,85 2,04 0,0498 4

100 100 =′= ∑ inn

Заполняем первые три столбца.
В четвертом столбце записываем условные варианты по фор-

муле, указанной в «шапке» таблицы. В пятом столбце находим
значения функции

.
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Функция ϕ (ui) четная, т.е. ϕ (ui) = ϕ (–ui).
Значения  функции  ϕ (ui)  в  зависимости  от  аргумента  ui

(берутся положительные ui, т.к. функция ϕ (ui) четная) находим из
таблицы.

Теоретические  частоты  теоретической  кривой  находим  по
формуле

)(   07,74)(  
1,89

1,4100
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и заполняем последний столбец. Отметим, что в последнем столб-

це частоты in′  округляются до целого числа и .100==′∑ ∑ ii nn

В системе координат )  ;( iii nyx ′=  строим нормальную (теоре-

тическую) кривую (рис. 81) по выравнивающим частотам in′  (они

отмечены кружками) и полигон наблюдаемых частот (они отме-
чены крестиками). Полигон наблюдаемых частот построен в сис-
теме координат (xi; yi = ni).

Рис. 81
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3. Проверяем  гипотезу  о  нормальности  X  при  уровне  зна-
чимости α = 0,05.

Вычислим 2
набл.χ , для чего составим расчетную таблицу 3.

Т а б л и ц а  3

n
i in′ ii nn ′− 2)( ii nn ′−

i

ii

n

nn

′
′− 2)( 2

in
i

i

n

n
′

2

1 2 3 4 5 6 7

3 2 1 1 0,5 9 4,5

7 7 0 0 0 49 7

15 19 –4 16 0,84 225 11,84

35 30 5 25 0,83 1225 40,83

22 25 3 9 0,36 484 19,36

13 13 0 0 0 169 13

5 4 1 1 0,25 25 6,25

100 100 78,22
набл. =χ 102,78

Суммируя числа пятого столбца, получаем 2
набл.χ = 2,78

Суммируя числа последнего столбца, получаем 102,78.

Контроль: 2
набл.χ = 2,78

.78,210078,102  
2

=−=−
′∑ ∑ i
i

i n
n

n

Совпадение результатов подтверждает правильность вычис-
лений.

Найдем число степеней свободы, учитывая, что число групп
выборки (число различных вариантов) 7. ν  = 7 – 3 = 4.

По таблице критических точек распределения χ 2, по уровню зна-
чимости α  = 0,05 и числу степеней свободы ν = 4 находим .5,92

кр. =χ
Так как 2

кр.
2
набл. χχ <  то нет оснований отвергать нулевую ги-

потезу. Другими словами, расхождение эмпирических и теорети-
ческих частот незначимое. Следовательно, данные наблюдений
согласуются с гипотезой о нормальном распределении генераль-
ной совокупности.



346

4. Найдем доверительный интервал для оценки неизвестного
МО М (Х), полагая, что Х имеет нормальное распределение, сред-
нее квадратическое отклонение σ  = σ Х = σ В = 1,89 и доверитель-
ная вероятность γ = 0,95.

Известен объем выборки: n = 100, выборочная средняя Вx = 6,15.
Из соотношения 2Φ (t) = γ получим Φ (t) = 0,475. По таблице

находим параметр t = 1,96.
Найдем точность оценки

.37,0
100

1,891,96
   =⋅==

n

tσδ

Доверительный интервал таков:

δδ +<<− ВВ )( xXMx

или 6,15 – 0,37 < М (Х) < 6,15 + 0,37 ⇔ 5,78 < М (Х) < 6,52.
Надежность γ = 0,95 указывает, что если произведено доста-

точно большое число выборок, то 95% из них определят такие
доверительные интервалы, в которых параметр действительно
заключен.

6.7. Элементы теории корреляции
Корреляционный анализ — широко известный и эффективный

метод математической статистики, позволяющий по совокупнос-
ти значений показателей выявлять и описывать связи между по-
казателями.

Если каждому значению величины Х соответствует несколько
значений величины У, но число этих значений, как и сами значе-
ния, остается не вполне определенным, то такие связи называют-
ся статистическими. Например, уровень производительности тру-
да на предприятиях тем выше, чем больше его электровооружен-
ность. Вместе с тем, нет никаких оснований утверждать об
однозначности этой зависимости.

Если изменение одной из переменных сопровождается изме-
нениями условного среднего значения другой переменной вели-
чины, то такая зависимость является корреляционной.

Под условным средним Xy  подразумевают среднее арифмети-
ческое значений У, соответствующих значению Х = х. Например,
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пусть  при  х1 = 2  величина  У  приняла  значения  у1 = 5,  y2 = 6
и у3 = 10. Тогда условное среднее равно

.7
3

)1065(
2 =++=y

Корреляционной зависимостью У от Х называют функцио-
нальную зависимость условной средней Хy  от х: ).(Х xfy =  Это
уравнение называют уравнением регрессии У на Х; функ-
цию f (x) называют регрессией У на Х, а ее график — ли-
нией регрессии У на Х.

Корреляционный анализ рассматривает две основные задачи.
Первая задача теории корреляции — установить форму кор-

реляционной связи, т.е. вид функции регрессии (линейная, квад-
ратичная и т.д.).

Вторая задача теории корреляции — оценить тесноту (силу)
корреляционной связи.

Теснота корреляционной связи (зависимости) У на Х оценива-
ется по величине рассеивания значений У вокруг условного сред-
него. Большое рассеивание свидетельствует о слабой зависимос-
ти У от Х, малое рассеивание указывает на наличие сильной зави-
симости.

6.7.1. Отыскание параметров выборочного уравнения
прямой линии регрессии

по несгруппированным данным

Пусть количественные признаки Х и У связаны линейной кор-
реляционной таблицей и в результате независимых испытаний
получены n пар чисел:

x
i

x
1

x
2

… x
n

y
i

y
1

y
2

… y
n

Выборочное уравнение прямой линии регрессии У  на Х выби-
раем в виде:

у = ρyx · x + В.
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Параметры ρyx и В, которые определяются методом наимень-
ших квадратов, имеют вид:
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Величина 
y

x
yxr

σ
σ

ρ=В — называется выборочным коэффициен-

том корреляции. Она служит для оценки тесноты линейной кор-
реляционной зависимости.

Абсолютная величина выборочного коэффициента корреля-
ции не превосходит единицы, т.е. –1 ≤ rВ ≤ 1.

С возрастанием | rВ | линейная корреляционная зависимость ста-
новится более тесной и при | rВ | = 1 переходит в функциональную.

6.7.2. Отыскание параметров выборочного уравнения
прямой линии регрессии

по сгруппированным данным

При большом числе испытаний одно и то же значение Х мо-
жет встретиться nx раз, одно и то ж значение У может встретиться
nу раз и одна и та же пара чисел (x; y) может встретиться nxy раз,

причем  обычно  ∑ ∑∑ === nnnn xyyx     — объем  выборки.

Поэтому  данные  наблюдений  группируют,  т.е.  подсчитывают
nx, ny, nxy. Все сгруппированные данные записывают в виде таб-
лицы, которую называют корреляционной.

Если обе линии регрессии У на Х и Х на У — прямые, то кор-
реляция является линейной.

Выборочное  уравнение  прямой  линии  регрессии  У   на  Х
имеет вид:

),(  ВВВ xxryy
x

y
x −⋅=−

σ
σ

где xy — условная средняя; Вx  и Вy  — выборочные средние при-
знаков Х и У; σ x и σ у — выборочные средние квадратические от-
клонения; rВ — выборочный коэффициент корреляции.
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Выборочное уравнение прямой линии регресии Х на У имеет
вид:

).(  ВВВ yyrxx
y

x
y −⋅=−

σ
σ

Считаем, что данные наблюдений над признаками Х и У зада-
ны в виде корреляционной таблицы с равноотстоящими вариан-
тами.

Тогда переходим к условным вариантам:

,   ; 
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1
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Cy
v
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j
j

i
i

−
=

−
=

где  С1 — варианта  признака  Х,  имеющая  наибольшую  часто-
ту;  С 2 — варианта  признака  У,  имеющая  наибольшую  часто-
ту;  h1 — шаг  (разность  между  двумя  соседними  вариантами  Х);
h2 — шаг (разность между двумя соседними вариантами Y).

Тогда выборочный коэффициент корреляции

.
 

  В
vu

jiuv

n

vuvun
r

σσ
∑ −

=

Величины ,u   ,v  σu , σv  могут быть найдены методом произ-
ведений, либо непосредственно по формулам

.)(  ;)(  ;    ;  2222 vvuu
n

vn
v

n

un
u vu

vu
−=−=

⋅
=

⋅
= ∑∑ σσ

Зная эти величины, найдем параметры, входящие в уравнения
регрессии, по формулам

.   ;   ;  ; 212211 vyux hhCvhyCuhx σσσσ ==+⋅=+⋅=
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РЕШЕНИЕ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ КОНТРОЛЬНОЙ
РАБОТЫ ПО РАЗДЕЛУ 6
12.1. Случайные события

12.1.1. В ящике находятся 6 одинаковых пар перчаток черного
цвета и 4 одинаковых пары перчаток бежевого цвета. Найти ве-
роятность того, что две наудачу извлеченные перчатки образуют
пару.

Решение. Рассмотрим событие А — две извлеченные наудачу
перчатки образуют пару; и гипотезы: В1 — извлечена пара перча-
ток черного цвета, В2 — извлечена пара перчаток бежевого цвета,
В3 — извлеченные перчатки пару не образуют.

Вероятность гипотезы В1  по теореме умножения равна произ-
ведению вероятностей того, что первая перчатка черного цвета
и вторая перчатка черного цвета, т.е.

.
95

33

19

11

20

12
)( чер. 2чер. 11 =⋅=⋅= PPBP

Аналогично, вероятность гипотезы В2 равна:

.
95

14

19

7

20

8
)( беж. 2беж. 12 =⋅=⋅= PPBP

Так как гипотезы В1, В2 и В3 составляют полную группу собы-
тий, то вероятность гипотезы В3 равна:

( ) .
95
48

95
14

95
33

1)( )( 1)( 213 =





 +−=+−= BPBPBP

По формуле полной вероятности имеем:

),()( )()( )()( )( 
321 321 APBPAPBPAPBPAP BBB ⋅+⋅+⋅=

где )(
2

APB  есть вероятность того, что пару образуют две черные

перчатки и ;1)(
1

=APB  )(
2

APB  —  вероятность того, что пару об-

разуют две бежевые перчатки и ;1)(
2

=APB  и, наконец, )(
3

APB  —

вероятность того, что пару образуют перчатки разного цвета и
.0)(

3
=APB
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Подставляем в формулу полной вероятности:

.
95

47
0

95

48
1

95

14
1

95

33
)( =⋅+⋅+⋅=АP

Таким образом, вероятность того, что две наудачу извлечен-

ные перчатки образуют пару равна  .
95

47

12.1.2. В урне находятся 3 шара белого цвета и 5 шаров черно-
го цвета. Наудачу по одному извлекают 3 шара и после каждого
извлечения возвращают обратно в урну. Найти вероятность того,
что среди извлеченных шаров окажется:

а) ровно два белых шара, б) не мене двух белых шаров.

Решение. Имеем схему с возвращением, т.е. каждый раз состав
шаров не изменяется:

а) при извлечении трех шаров два из них должны быть белы-
ми, а один черный. При этом черный может оказаться или пер-
вым, или вторым, или третьим. Применяя совместно теоремы сло-
жения и умножения вероятностей, имеем:
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б) вынуть не менее двух белых шаров означает, что белых ша-
ров должно быть или два, или три:
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512
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)белых 3( )белых 2( )менее не( 321

=⋅⋅+=

=⋅⋅+=+= ббб PPPPPP

12.1.3. В урне находятся 6 белых и 5 черных шаров. Три шара
наудачу последовательно извлекаются без возвращения их в урну.
Найти вероятность, что третий по счету шар окажется белым.

Решение. Если третий по счету шар должен быть белым, то
первые два шара могут быть белыми, или белым и черным, или
черным и белым, или черными, т.е. имеются четыре группы не-
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совместных событий. Применяя к ним теорему умножения веро-
ятностей, получим:

.
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12.2. Случайные величины

12.2.1. Закон распределения дискретной случайной величины Х
имеет вид:

xi –2 –1 0 m m + n

Pi 0,2 0,1 0,2 P4 P5

Найти вероятности P4, P5 и дисперсию D (x), если математи-
ческое ожидание M (x) = –0,5 + 0,5 · m + 0,1 · n.

Решение. Из условия ∑ =1iP  имеем P4 + P5 + 0,2 + 0,1 + 0,2 = 1

или P4 + P5 = 0,5.

Из определения математического ожидания ∑ ⋅= ii pxxМ )( 

получим:

–0,4 – 0,1 + m · P4 + (m + n) P5 = –0,5 + 0,5m + 0,1n,

или

m · P4 + (m + n) P5 = 0,5m + 0,1n,

или

m (P4 + P5) + nP5 = 0,5m + 0,1n.

Из этих двух уравнений с двумя неизвестными относительно
P4 и P5  имеем:

P4 = 0,4, P5 = 0,1.

Дисперсию найдем из формулы

D (x) = M (x2) – (M (x))2.
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Находим математическое ожидание квадрата случайной вели-
чины

M (x2) = (–2)2 · 0,2 + (–1)2 · 0,1 + 0 · 0,2 + m2 · 0,4 + (m + n)2 · 0,1 =

 =0,9 + 0,4 · m2 + 0,1 · (m + n)2.

Тогда

D (x) = (0,9 + 0,4 · m2 + 0,1 · (m + n)2) – (–0,5 + 0,5m + 0,1n)2 =

= 0,65 + 0,25m2 + 0,1 · m · n + 0,09 · n2 + 0,5 · m + 0,1 · n

Сюда подставляйте свои m и n и получайте готовый ответ.
Однако, с самого начала этой задачи берите свои значения пара-
метров m и n и решайте.

12.2.2. Плотность распределения непрерывной случайной ве-
личины Х имеет вид:
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Найти: а) параметр а.

Из условия, что ∫
∞

∞

=
–

,1 )( dxxf  имеем

( ) ,1)44()46( 
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  или  ,1
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=⋅a

откуда а = 1.

б) функцию распределения F (x).
Из свойства функции плотности f (x) имеем:

. )( )( ∫
∞−

=
x

dxxfxF

Рассматриваем три интервала.

x
• •
4    6
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При х ≤ 4.

.0 0 )( =⋅= ∫
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При 4 < х < 6.
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Таким образом,
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в) вероятность  попадания  случайной  величины  Х  в  интер-
вал (5, 7).
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или другим способом
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г) математическое ожидание М (x) и D (x).
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д) построим функции F (x) (рис. 82) и f (x) (рис. 83).

Рис. 82
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12.2.3. Случайные величины X1, X2, X3 имеют геометрическое,
биномиальное  и  пуассоновское  распределения  соответственно.
Найти  вероятности  P (4 ≤ Xi ≤ 6), если математические ожидания
М (Xi) = 4, а дисперсия D (X2) = 2:

а) Для геометрического распределения

.
4

3
1  и  

4

1

)(

1
  или  ,

1
)(

1

=−==== Pq
XM

P
P

XM

Тогда

.244,0
1024

999
  

4

1

4

3

4

3

4

3

4

1

)6( )5( )4( )64( 

543

161514
1

==

















+






+






=

=⋅++⋅=++=≤≤ −−− qppqqpPPPXP

Так как для геометрического закона распределения P (n) = P · qn–1.

б) Для биномиального распределения М (X) = np и D (X) = npq
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Делим одно уравнение на другое, получаем

.8  и  
2

1

2

1
1  ,

2

1
==−== npq

Рис. 83
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Вероятность

P (4 ≤ X2 ≤ 6) = P4,8 + P5,8 + P6,8.

По формуле Бернулли
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в) Для пуассоновского распределения

М (X) = D (X) = λ;    М (X3) = λ    и    λ = 4.

Вероятность

P (4 ≤ X3 ≤ 6) = P4,8 + P5,8 + P6,8.

По формуле Пуассона
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12.2.4. Случайные величины X4, X5, X6 имеют равномерное,
показательное и нормальное распределения соответственно. Най-
ти  вероятность P (2 < Xi < 6), если у этих случайных величин
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математические ожидания и средне квадратические отклонения
равны 4:

а) Закон  равномерного распределения  имеет вид:
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Найдем параметры а и b из условия
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

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Решая эту систему найдем, что

.344,344

,344,344
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−=+=
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Так как предполагается, что а < b, то

.344,344 +=−= ba

Тогда
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








+>

+≤<−

−≤

=

344при0

344344при
24

3

344при0

)(

x

x

x

xf

Определяем искомую вероятность
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б) Показательное распределение имеет вид:
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Для  показательного  распределения   
1

)(
λ

=XM   и  .
1

)( 
λ

σ =X

Тогда .
4
1=λ

Определяем вероятность

.383,0223,0606,0
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

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
 −−=
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




 −==<<

−−−−

−−− ∫∫
eeee

exdedxeXP
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в) Вероятность попадания в заданный интервал нормально рас-
пределенной случайной величины определяется как

.  – )( 6 




 −Φ





 −Φ=<<

σ
α

σ
ββα aa

XP

Здесь a = M (X) = 4, σ = 4. Тогда

,383,01915,02

)5,0( 2)5,0(– )5,0( 
4

42
  –

4

46
 )62( 6

=⋅=

=Φ=Φ−Φ=




 −Φ





 −Φ=<<XP

где функция Лапласа Φ(t) определяется по таблицам.

13. Математическая статистика
13.1. Численная обработка данных одномерной выборки

Выборка Х объемом 100 измерений задана таблицей:

i 1 2 3 4 5 6 7

x
i

0,2 1,4 2,6 3,8 5 6,2 7,4

 jxm 5 13 25 25 19 10 3

где xi — результаты измерений, ixm  — частоты с которыми встре-
чаются значения xi.
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13.1.1 Построить полигон относительных частот NmW
ixi /= .

Решение. Вычисляя относительные частоты 100// ixi mNmW
i

==
получаем:

x
i

0,2 1,4 2,6 3,8 5 6,2 7,4

W
i

0,05 0,13 0,25 0,25 0,19 0,1 0,03

Построим полигон относительных частот (рис. 84).

13.1.2. Вычислить среднее выборочное X , выборочную дис-
персию Dx и среднее квадратическое отклонение σx.

Решение. Для вычисления X , Dx и  σx воспользуемся методом
произведений. Введем условные варианты

,
)(

1
x

xi

h
cx

u
−

=

где cx  — значение хi, которому соответствует наибольшая часто-
та, cx = 3,8, hx – шаг выборки, hx = 1,2.

Тогда, вычисляя ui, получим условный ряд:

u
i

-3 -2 -1 0 1 2 3

m
i

5 13 25 25 19 10 3

Рис. 84

x

wi

0,3 –

0,25 –

0,2 –

0,15 –

0,1 –

0,05 –

0,2      1,4      2,6      3,8      5       6,2      7,4
0
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Для этого ряда составим расчетную таблицу

i u
i

m
i

m
i
u

i
2
iium m

i
 (u

i
 + 1)2

1 -3 5 -15 45 20

2 -2 13 -26 52 13

3 -1 25 -25 25 0

4 0 25 0 0 25

5 1 19 19 19 76

6 2 10 20 40 90

7 3 3 9 27 48

Σ 100 –18 208 272

Проверка:

.272272,2)1( 22 =++=+ ∑ ∑∑∑ iiiiiii mumumum

Найдем теперь условные характеристики:

.43,1;048,2)(–;18,0– 2/12
2

====== ∑∑
uu

ii
u

ii
DU

N

um
D

N

um
U σ

Возвращаясь к исходному вариационному ряду, с помощью
равенств xi = hxui + cx получаем:

.72,1  ;949,2  ;58,3 2 =====+= uxxuxxxx hDhDcUhX σσ

13.1.3. По критерию χ2 проверить гипотезу о нормальном рас-
пределении генеральной совокупности при  уровне значимости
α = 0,05.

Решение. Проверим гипотезу о нормальном распределении гене-
ральной совокупности, используя критерий χ2 (Пирсона) при α = 0,05.

В основе критерия лежит сравнение частот mi и теоретических

частот T
im , вычисленных в предположении нормального распре-

деления генеральной совокупности. Критерий Пирсона не под-
тверждает однозначно правильность или неправильность гипо-
тезы, а только устанавливает ее согласие или несогласие с данны-
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ми выборки при данном уровне значимости. В качестве критерия
выбирается величина

.
)(

  
7

1

2
2 ∑

=

−
=

i
T
i

T
ii

m

mm
χ

Ее значение сравнивают с критическим значением ,2
крχ  опре-

деляемым по соответствующей таблице значений при заданном
уровне значимости α = 0,05  и числе степеней свободы k = p –1-r,
где p – число интервалов, r – число параметров нормально закона
распределения. В данном случае p = 7; r = 2; k = 4.

По таблице распределения χ2 с k = 7 – 2 – 1 = 4 степенями сво-
боды при уровне значимости α = 0,05 находим .49,92

кр =χ
Если в результате вычислений выполняется неравенство

,2
кр

2 χχ <  то гипотеза принимается при данном уровне значимос-
ти. Если же ,2

кр
2 χχ >  то гипотезу отвергают. Применим критерий

Пирсона к данной выборке. Для этого составим расчетную таб-
лицу, находя теоретические частоты T

im  для нормального распре-
деления по формуле






 −⋅=
x

i

x

xT
i

XxNh
m

σ
ϕ

σ
 

где 2/2

2

1
)( xez −⋅=

π
ϕ .

x
i

x

i
i

Xx
z

σ
−

= ϕ (z
i
) T

im m
i

T
ii mm  – T

i

T
ii

m
mm 2)( −

0,2 –1,97 0,06 4,42 5 0,58 0,076

1,4 –1,27 0,20 13,73 13 –0,73 0,038

2,6 –0,57 0,37 26,15 25 –1,15 0,051

3,8 0,13 0,44 30,58 25 –5,58 1,017

5 0,82 0,31 21,94 19 –2,94 0,393

6,2 1,52 0,14 9,66 10 0,34 0,012

7,4 2,22 0,04 2,61 3 0,39 0,059

Σ 1,65
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Складывая  числа  последнего  столбца  таблицы,  получаем
χ2 = 1,65.

Так как ,2 2
крχχ <  то гипотеза о нормальном распределении

генеральной совокупности принимается.
Таким образом, с уровнем значимости a = 0,05 можно считать,

что генеральная совокупность распределена по  нормальному за-

кону с параметрами ;58,3== Xa  σx = 1,72.

Ответ. X = 3,584; Dx = 2,949; σx = 1,72; гипотеза о нормаль-
ном распределении генеральной совокупности принимается.

13.2. Построение уравнения прямой регрессии

Двумерная выборка результатов совместных измерений при-
знаков x и y объемом N = 100 измерений задана корреляционной
таблицей:

j 1 2 3 4 5
i

x
i

   yj 0,5 1,3 2,1 2,9 3,7
m

xi

1 0,2 2 3 5

2 1,4 3 8 2 13

3 2,6 9 16 25

4 3,8 15 10 25

5 5 9 10 19

6 6,2 3 6 1 10

7 7,4 1 2 3

m
yj

5 20 45 27 3 N = 100

13.2.1. Найти Y  и σу для выборки

y
j

0,5 1,3 2,1 2,9 3,7

m
yj

5 20 45 27 3
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Решение. Для вычисления Y , Dy и σу воспользуемся методом
произведений. Введем условные варианты vj = (yj – cy) / hy, где
cy — значение yj, которому соответствует наибольшая частота,
cy = 2,1,  hy  – шаг выборки,  hy = 0,8.

Тогда, вычисляя vj, получим условный ряд:

v
j

–2 –1 0 1 2

m
j

5 20 45 27 3

Для этого ряда составим расчетную таблицу

j v
j

m
j

m
j
v

j
2
jj vm m

j 
(v

j
 + 1)2

1 –2 5 –10 20 5
2 –1 20 –20 20 0
3 0 45 0 0 45
4 1 27 27 27 108

5 2 3 6 12 27

Σ 100 3 79 185

Проверка:

, 2)1( 22 ∑ ∑∑ ++=+ jjjjjjj mvmvmvm  185 = 185.

Условные характеристики:

.89,0 

 ;789,0)(   ;03,0

2
1

2
2

==

=−=== ∑∑

vv

jj
v

jj

D

V
N

um
D

N

vm
V

σ

Возвращаясь к исходному вариационному ряду, с помощью
равенств yj = hyvj + cy получаем

.71,0

;505,0    ;12,2 2

==

===+=

vyy

vyyyy

h

DhDcVhY

σσ

13.2.2. Построить уравнение прямой регрессии Y на Х в виде

.baxyx +=  Уравнение прямой регресии Y на Х имеет вид:

).( Xx
r

Yy
x

y
x −⋅=−

σ
σ
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Значения xi и частоты их появления mxi
 совпадают с данными

для задачи 13.1.2.
Следовательно,

.72,1;584,3 == xX σ  

Значения Y  и σy найдены в задаче 13.2.1: Y =2,12; σy =0,71.
Коэффициент корреляции определяется по формуле

 ,
yx

YXYXr
σσ

⋅−=

где ∑∑
= =

=
7

1

5

1

. 
1

 
i j

iiij yxmXY
N

Для нахождения XY  воспользуемся корреляционной таблицей

j 1 2 3 4 5

i x
i

0,5 1,3 2,1 2,9 3,7

1 0,2 2 3 5 0,98

2 1,4 3 8 2 13 22,54

3 2,6 9 16 25 117,78

4 3,8 15 10 25 229,9

5 5 9 10 19 239,5

6 6,2 3 6 1 10 169,88

7 7,4 1 2 3 76,22

jym 5 20 45 27 3 N = 100 Σ = 856,8

Как следует из таблицы XY  = 8,568.
Таким образом,

yx

YXXY
r

σσ
⋅−= = 0,78.

y
j

m
xi

∑
=

=
5

1j
jiij yxmXY
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Уравнение прямой регрессии Y на X имеет вид:

.x
r

X
r

Yy
x

y

x

y
x σ

σ
σ
σ

+−=

Подставляя численные значения, получаем:

 .324,096,0 xyx +=

13.2.3. На графике изобразить корреляционное поле и постро-

ить прямую .baxyx +=
Построим график прямой регрессии Y на Х (рис. 85).

На графике рядом с точками указаны частоты их появления.

Рис. 85

0      1      2      3      4      5      6      7      8      9

(3)

4 –

3,5 –

3 –

2,5 –

2 –

1,5 –

1 –

0,5 –

0

y
x

x

(2)

(16)

(10)

(10)
(1) (2)

(1)
(6)

(3)
(9)

(15)

(9)

(2) (3)

(8)

ªªªªª

ªªªªª

ªªªªª

×××××

×××××

+

+

+

-

-



367

РАЗДЕЛ 7

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ
Особенностью развития современного общества является слож-

ный характер рыночной экономики, характеризуемый изменени-
ем и быстрой сменяемостью условий экономической деятельнос-
ти, предъявлением высоких требований к методам планирования
и хозяйственной деятельности. В этих условиях использование
серьезных методов анализа в экономических исследованиях при-
обретает первостепенное значение. Математическое моделирова-
ние экономических ситуаций на базе современной вычислитель-
ной техники позволяет автоматизировать сбор и обработку пер-
вичной информации, выделить основные параметры, влияющие
на деятельность фирмы, рассчитать различные варианты деятель-
ности (проектирования) фирмы, определить наиболее целесооб-
разные мероприятия, обеспечивающие необходимую эффектив-
ность производства или предпринимательства, и на основе этих
данных принять решение о выборе оптимальной стратегии по
управлению деятельностью фирмы (формы бизнеса).

Большинство объектов, изучаемых экономической наукой,
может быть охарактеризовано понятием сложная система.

Сложность системы определяется количеством входящих в нее
элементов, связями между этими элементами, а также взаимоот-
ношениями между системой и средой. Экономика страны облада-
ет всеми признаками очень сложных систем. Она объединяет ог-
ромное число элементов, отличается многообразием внутренних
связей и связей с другими системами (природная среда, экономи-
ка других стран и т.д.).

Сложность экономики иногда рассматривается как обоснова-
ние невозможности ее моделирования, изучения средствами мате-
матики. Но такая точка зрения в принципе неверна. Моделиро-
вать можно объект любой природы и любой сложности. И как
раз сложные объекты представляют наибольший интерес для мо-
делирования, именно здесь моделирование может дать результа-
ты, которые нельзя получить другими способами исследования.

Основополагающим для практического применения матема-
тического моделирования в экономике является наполнение раз-
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работанных моделей конкретной и качественной информацией.
Точность и полнота первичной информации, реальные возмож-
ности ее сбора и обработки во многом определяют выбор типов
прикладных моделей.

Исходная информация имеет существенно различный харак-
тер и происхождение и может быть разделена на две категории: о
прошлом развитии и современном состоянии объектов (экономи-
ческие наблюдения и их обработка) и о будущем развитии объек-
тов, включающую данные об ожидаемых изменениях их внутрен-
них параметров и внешних условий (прогнозы).

Методы экономических наблюдений и использование резуль-
татов этих наблюдений разрабатываются экономической стати-
стикой. Так как в экономике многие процессы являются массо-
выми, то моделирование должно опираться на массовые наблю-
дения. Экономические процессы являются динамическими
вследствие изменчивости их параметров и структурных отноше-
ний. Поэтому такие экономические процессы следует постоянно
держать под наблюдением, необходимо иметь устойчивый по-
ток новых данных.

Познание количественных отношений экономических процес-
сов и явлений опирается на экономические измерения. Точность
измерений в значительной степени предопределяет и точность
конечных результатов количественного анализа посредством мо-
делирования.

Экономические процессы, сохраняя характер массовых про-
цессов, обязательно включают случайные (стохастические) ком-
поненты. Непредвидимые случайности могут быть вызваны при-
родными явлениями, изменениями в международной обстановке,
научно-техническими открытиями, различными субъективными
факторами. Таким образом, экономические закономерности име-
ют стохастический характер.

Для методологии планирования важное значение имеет поня-
тие неопределенности экономического развития. В исследовани-
ях по экономическому прогнозированию и планированию разли-
чают два типа неопределенности: «истинную», обусловленную
свойствами экономических процессов, и «информационную», свя-
занную с неполнотой и неточностью имеющейся информации об
этих процессах.

Сложность экономических процессов и явлений и другие, от-
меченные выше особенности экономических систем, затрудняют
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не только построение математических моделей, но и проверку их
адекватности, истинности получаемых результатов.

В экономике и других общественных науках тезис «практика —
критерий истины» в большей степени применим к простым деск-
риптивным моделям, используемым для пассивного описания и
объяснения действительности.

Следует отметить, что создание конструктивной комплексной
методики адекватности моделей, учитывающей как объективные
особенности моделируемых объектов, так и особенности их по-
знания, по-прежнему является одной из наиболее актуальных за-
дач экономико-математических исследований.

7.1. Линейное программирование
Теорию и решение задач смотрите в учебнике [17] гл. 2 и гл. 4.
Линейное программирование (ЛП) изучает важную для прак-

тики задачу отыскания экстремума линейной функции при нали-
чии ограничений в виде линейных неравенств или уравнений.

Сущность этих задач заключается в том, чтобы из множества
возможных вариантов исследуемого экономического процесса
выбрать по какому-либо признаку наилучший, или, как его назы-
вают, оптимальный вариант.

В этом методе обязателен специальный показатель выгоднос-
ти плана, который называют показателем или критерием опти-
мальности плана. Часто это прибыль, доход, валовый продукт,
производительность, эффективность. В таких случаях выгодно,
чтобы показатель оптимальности был для выбранного варианта
плана максимальным. Если показателем оптимальности плана
служат издержки, себестоимость, капиталовложения или трудо-
емкость, то необходимо планировать так, чтобы показатель оп-
тимальности для выбранного плана был минимальным.

Таким образом, ясно, что цель, которую мы ставим перед со-
бой заключается в максимизации или минимизации некоторого
количества средств (денег, сырья, оборудования, продуктов пита-
ния и т. д.), которое математически выражается в виде линейной
формы некоторого числа переменных.

Множество  возможных  вариантов,  из  которых  выбира-
ется оптимальный план, всегда ограничено (ресурсами сырья, на-
личием рабочей силы, количеством оборудования и т.п.). Поэто-
му каждый из рассматриваемых вариантов должен быть допус-
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тимым планом, удовлетворяющим имеющимся ограничениям.
Показатель оптимальности плана является некоторой функцией
Z = f (x) плана Х. Поэтому задача отыскания оптимального плана
сводится к математической задаче нахождения экстремума этой
функции.

Решение экстремальных экономических задач можно разбить
на три этапа: 1) построение экономико-математической модели;
2) нахождение оптимального решения одним из математических
методов; 3) практическое внедрение в народное хозяйство.

Построение экономико-математической модели состоит в со-
здании упрощенной экономической модели, в которой в схемати-
ческой форме отражена сущность изучаемого процесса. При этом
особое внимание должно быть уделено отражению в модели всех
существенных особенностей задачи и учету всех ограничивающих
условий, которые могут повлиять на результат. Затем определя-
ют цель решения, выбирают критерий оптимальности и дают ма-
тематическую формулировку задачи.

7.1.1. Задача оптимального производства продукции

Для изготовления двух видов изделий I и II используются три
вида сырья.

На производство единицы изделия I требуется затратить сы-
рья первого вида 13 кг, сырья второго вида — 32 кг, сырья третье-
го вида — 58 кг.

На производство единицы изделия II требуется затратить сы-
рья первого вида 24 кг, сырья второго вида — 32 кг и сырья тре-
тьего вида — 29 кг.

Производство обеспечено сырьем первого вида в количестве
312 кг, сырьем второго вида — 480 кг, сырьем третьего вида —
696 кг.

Прибыль от реализации единицы готового изделия I состав-
ляет 4 усл. ед., а изделия II — 3 усл. ед.

Требуется составить план производства изделий I и II, обеспе-
чивающий максимальную прибыль от их реализации, если зара-
нее планируется изготовление не менее 10 единиц изделий I и II.

Решение. Рассмотрим математическую модель задачи. Если за
х1 взять количество изделий I, планируемых к выпуску, а за х2 —
количество изделий II, то получим задачу линейного программи-
рования.
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При ограничениях
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(7.1)

найти максимум линейной функции

Z = 4x1 + 3x2. (7.2)

Геометрическое решение задачи

Поскольку задача двухмерная, то ее можно решить графически.
Система ограничений (7.1) дает многоугольник решений. Для

его построения проводим прямые, являющиеся границами мно-
гоугольника и с помощью пробной точки, например (0; 0), опре-
делим полуплоскости, задаваемые этими прямыми (рис. 86):

l1: 13x1 + 24x2 = 312,
l2: 32x1 + 32x2 = 480,
l3: 58x1 + 29x2 = 696,
l4: x1 + x2 = 10.

В пересечении соответствующих полуплоскостей получим ше-
стиугольник ABCDEF.

Рис. 86
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Для нахождения max z построим из начала координат вектор
)3  ;4(=n  и перпендикулярную ему линию уровня z = 0, т.е. пря-

мую 4x1 + 3x2 = 0.
Далее передвигаем линию уровня z = const в направлении воз-

растания z, т.е. параллельно самой себе в направлении вектора n .
В последней пересекаемой вершине D получаем наибольшее зна-
чение z. Вершина D — это точка пересечения прямых l2 и l3.

Находим координаты точки D из системы:









=+
=+

=+
=+

.242
,15

,6962958
,4803232

21

21

21

21
xx
xx

xx
xx

Решая систему, найдем, что х1 = 9, х2 = 6, т.е. D (9; 6) и при
этом z = 4 · 9 + 3 · 6 = 54 (усл. ед.).

Для решения задачи симплекс — методом приведем систему
ограничений (7.1) к форме равенств с помощью неотрицательных
дополнительных переменных yi (i = 1, 2, 3, 4):
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(7.3)

при этом xj ≥ 0 (j = 1, 2);  yi ≥ 0 (i = 1, 2, 3, 4).
Записываем систему с помощью укороченных таблиц (табл. 7.1).

Т а б л и ц а  7.1

х
1

х
2

1

y
1

13 24 = 312

y
2

1 1 = 15

y
3

2 1 = 24

y
4

–1 –1 = –10

Z –4 –3 = 0

Так как в I — столбце есть отрицательный элемент, то его нуж-
но сделать положительным. Выбираем у4 — строку с отрицатель-
ным свободным членом «–10».



373

В этой же строке есть отрицательные элементы, выбираем ка-
кой-нибудь из них, например, «–1» в х1 — столбце. И х1 — стол-
бец принимаем в качестве разрешающего столбца.

Делим свободные члены на соответствующие элементы разре-
шающего столбца, получаем {24, 15, 12, 10} и наименьшее поло-
жительное отношение будет соответствовать разрешающей стро-
ке, следовательно, у4 — строка является разрешающей, а элемент
–1  разрешающим элементом. Совершаем шаг модифицирован-
ного жорданова исключения (ШМЖИ) с разрешающим элемен-
том   –1  по правилу:

1) на месте разрешающего элемента стоит величина ему об-
ратная;

2) элементы разрешающей строки делятся на разрешающий
элемент;

3) элементы разрешающего столбца делятся на разрешающий
элемент и знак меняется;

4) остальные элементы новой таблицы находятся по формуле
прямоугольника [17, стр. 52]:

.
элемент йразрешающи

столбца разр.
элем. соответ.

строки разр.
элем. соответ.

элементы
старые

элементы
новые

⋅
−=

Получаем табл. 7.2, при этом переменные х1 и y4 меняются
местами. Из таблицы видно, что свободные коэффициенты в I —
столбце не отрицательны, следовательно, получено опорное ре-
шение: х1 = 10, х2 = 0, y1 = 182, y2 = 5, y3 = 4, y4 = 0, Z = 40. Геомет-
рически это означает, что мы находимся в вершине F (10;0) мно-
гоугольника решений ABCDEF.

Т а б л и ц а  7.2

y
4

х
2

1

y
1

13 11 = 182

y
2

1 0 = 5

y
3

2 –1 = 4

x
1

–1 1 = 10

Z –4 1 = 40
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Это решение не является оптимальным, так как в Z — строке
имеется отрицательный коэффициент, улучшаем план.

Выбираем разрешающий элемент по правилу: выбираем стол-
бец с наименьшим отрицательным элементом в z-строке — разре-
шающий столбец, делим свободные члены в I-столбце на соответ-
ствующие коэффициенты и наименьшее положительное отноше-
ние соответствует разрешающей строке. На пересечении стоит
разрешающий элемент   2 . Совершая ШМЖИ с разрешающим
элементом   2   по выше приведенному правилу, получаем табл. 7.3.

Т а б л и ц а  7.3

y
3

х
2

1

y
1 2

13
–

2

35
= 156

y
2 2

1
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2

1
− = 3

y
4 2

1

2

1
− = 2

x
1 2

1

2

1
= 12

Z 2 –1 = 48

Решение,  получаемое  из  табл.  7.3,  также  не  является  опти-
мальным,  так  как  в  Z-строке имеется отрицательный коэффи-

циент. Определяя  из  табл.  7.3  разрешающий  элемент  
2

1
  и

Т а б л и ц а  7.4

y
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y
2

1

y
1

11 –35 = 51

x
2

–1 2 = 6

y
4

0 1 = 5

x
1

1 –1 = 9

Z 1 2 = 54
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совершая ШМЖИ, приходим к табл. 7.4, в которой все коэффици-
енты  в  Z-строке  неотрицательны,  а,  следовательно,  max  Z  уже
достигнут и ему соответствует решение х1 = 9, х2 = 6, при этом
Zmax = 54 (усл. ед.).

Ответ: максимальная прибыль Z = 54 (усл. ед.) достигается при
изготовлении 9 единиц изделий I и 6 единиц изделий II.

7.1.2. Транспортная задача

Это  задача  о  наиболее  экономном  плане  перевозок  одно-
родного или взаимозаменяемого продукта из пунктов производ-
ства (станций отправления) в пункты потребления (станции на-
значения).

Транспортная задача является важнейшей частной моделью
линейного программирования, имеющей обширные практические
приложения не только к проблемам транспорта. Особо важное
значение она имеет в деле рационализации поставок важнейших
видов промышленной и сельскохозяйственной продукции, а так-
же оптимального планирования грузопотоков и работы различ-
ных видов транспорта.

7.1.2.1. Постановка задачи
и ее математическая модель

Некоторый однородный продукт производится в m пунктах
производства А1, А2, …, Аm. Задан объем производства аi пункта

).,1( miAi    =  Произведенный продукт должен быть перевезен в n
пунктов потребления B1, B2, …, Bn. Известен спрос bj пункта

),1( njB j = . Заданы также транспортные издержки Сij, связанные
с перевозкой единицы продукта из пункта Аi в пункт Вj. Требует-
ся составить план перевозок, обеспечивающий при минимальных
транспортных расходах (издержках) удовлетворения спроса всех
пунктов потребления за счет продукта, произведенного во всех
пунктах производства.

Обозначим через хij количество единиц груза, запланирован-
ных к перевозке от i-го поставщика к j-му потребителю. Тогда ус-
ловие задачи можно записать в виде табл. 7.5, которую в дальней-
шем будем называть матрицей планирования.
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Т а б л и ц а  7.5
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Поэтому математическая формулировка транспортной зада-
чи сводится к минимизации линейной формы
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ijij xCZ

1 1

(7.4)

при ограничениях

 ∑
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,,1  , (7.5)

(ограничения по запасам),

 ∑
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==
n

j
jij njbx

1

,,1  , (7.6)

(ограничения по потребностям),

xij ≥ 0. (7.7)

Различают задачи с закрытой моделью, когда ∑ ∑= ji ba  и

открытой моделью, когда ∑ ∑≠ ji ba , т.е. баланс между запаса-

ми и потребностями отсутствует.

Поставщики      Запасы
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Необходимым и достаточным условием разрешимости транс-
портной задачи является равенство суммарных запасов суммар-

ным потребностям, т.е. .
11
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cm+1,j = 0, . ,1 nj =
Математическая модель транспортной задачи относится к зада-

чам линейного программирования и может быть решена симплекс-
ным методом. Однако ввиду исключительной практической важно-
сти этой задачи и специфики ограничений (7.5) — (7.7): ограничения
заданы в виде уравнений; каждая неизвестная входит лишь в два урав-
нения, коэффициенты при неизвестных — единицы, для ее решения
созданы специальные алгоритмы. Самым распространенным мето-
дом решения транспортной задачи является метод потенциалов.

Решение транспортной задачи разбивается на два этапа:
1. Определение начального допустимого базисного решения (пер-

вого опорного плана) — первоначальное распределение поставок.
2. Построение последовательных итераций (шагов), улучша-

ющих опорные планы (каждый новый план не должен увеличи-
вать суммарные затраты).

После выполнения первого этапа шаги второго этапа прово-
дятся до тех пор, пока не будет найдено оптимальное распределе-
ние поставок.

7.1.2.2. Построение первоначального опорного плана

Рассмотрим два метода построения первого опорного плана.
План составляется последовательным заполнением по одной

клетке в таблице перевозок так, что каждый раз либо полностью
удовлетворяется потребность одного из потребителей, либо пол-
ностью ввозится груз от некоторого поставщика. В теории дока-
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зывается, что базисное решение системы ограничений (из m + n
уравнений с mn переменными) в условиях транспортной задачи
имеет m + n – 1 базисных переменных (ее ранг равен m + n – 1),
поэтому, совершив m + n – 1 указанных шагов, получим первый
опорный план. Различие двух методов отыскания первого опор-
ного плана состоит в различии способов выбора последователь-
ности заполнения клеток.

Диагональный метод или метод северо-западного угла. При
этом методе на каждом шаге построения первого опорного пла-
на заполняется верхняя левая клетка («северо-западный угол»)
оставшейся части таблицы. При таком методе заполнение таб-
лицы начинается с клетки переменного х11 и заканчивается в
клетке неизвестного хmn, т.е. идет как бы по диагонали таблицы
перевозок.

Метод наименьшей стоимости. Исходное опорное решение,
построенное диагональным методом, как правило, оказывается
весьма далеким от оптимального, так как при его определении
совершенно игнорируются величины затрат сij. Поэтому требу-
ются в дальнейших расчетах много итераций для достижения оп-
тимального плана. Число итераций можно сократить, если исход-
ный план строить по более рациональному правилу «минималь-
ного элемента». Сущность его состоит в том, что на каждом шаге
заполняется клетка с наименьшей величиной сij. Если такая клет-
ка не единственная, то лучше заполнять ту, по вертикали или го-
ризонтали которой встречаются большие сij, а в принципе запол-
няется любая из них.

Пусть это будет клетка (i, j). Запишем в эту клетку хij = min (ai, bj).
Если ai < bj, то запасы поставщика Аi исчерпаны, а потребность Вj

стала .ijj abb −=′  Поэтому, не принимая более во внимание i-ю

строку, снова ищем клетку с наименьшей стоимостью перевозок
и заполняем ее с учетом изменившихся потребностей. Для случая
ai > bj из рассмотрения исключается j-й столбец, а запасы Аi пола-
гаются равными .jii baa −=′  Продолжаем этот процесс до тех пор,
пока все запасы не будут исчерпаны, а все потребности — удов-
летворены. Необходимо отметить, что при наличии в таблице
клеток с одинаковыми тарифами, планы, полученные с помощью
этого метода, могут быть разными, однако они, несомненно, бли-
же к оптимальному, чем план, составленный по методу северо-
западного угла.
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Прежде чем перейти к анализу оптимальности планов и спо-
собам их улучшения, выясним, каким требованиям должны удов-
летворять составляемые планы. Для этого вернемся к системе ог-
раничений (7.5) — (7.7). Очевидно, что первая группа уравнений
требует, чтобы сумма элементов плана по i-й строке равнялась аi,

;  ,1 mi =  а вторая группа — чтобы сумма элементов по j-му столб-

цу была равна bj, .  ,1 nj =  Условие закрытости модели транспорт-
ной задачи означает, что среди m + n уравнений системы ограни-
чений независимых только m + n – 1, поэтому в любом базисном
решении этой системы должно быть m + n – 1 базисных перемен-
ных. Поскольку свободные переменные в таком решении равны
нулю, то в транспортной таблице им будут соответствовать пус-
тые клети.

Клетки таблицы, в которых записаны отличные от нуля пере-
возки, называются базисными, а остальные (пустые) — свобод-
ными.

В теории доказано, что базисное решение системы ограниче-
ний  (7.5) — (7.7)  в  условиях  транспортной  задачи  должно  иметь
m + n – 1 базисных переменных.

План называется вырожденным, если количество базисных
клеток в нем меньше, чем m + n – 1.

Если на каком-то этапе решения получился вырожденный
план, то его необходимо пополнить, проставив в недостающем
числе клеток 0 и тем самым объявив их базисными. Поскольку
этим дополнительным клеткам будут отвечать нулевые перевоз-
ки, то общий баланс и суммарная стоимость перевозок плана при
этом не изменится. Однако проводить пополнение плана, выби-
рая клетки произвольно, нельзя. Приведем условия, которым дол-
жен соответствовать пополненный план.

Циклом в транспортной таблице называется несколько кле-
ток, соединенных замкнутой ломаной линией так, чтобы две со-
седние вершины ломаной были расположены либо в одной стро-
ке, либо в одном столбце. Ломаная может иметь точки самопере-
сечения, но не в клетках цикла.

План называется ациклическим, если его базисные клетки не
содержат циклов.

Доказано, что оптимальные планы являются ациклическими,
поэтому и первоначальный план также должен удовлетворять это-
му требованию. Заметим, что планы, полученные с помощью ме-
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тодов северо-западного угла и наименьшей стоимости, ацикли-
ческие. Однако если план оказался вырожденным, то при его по-
полнении требование ацикличности необходимо учитывать.

7.1.2.3. Оптимальность базисного решения.
Метод потенциалов

Получив первый опорный план, следует проверить его опти-
мальность и, если требуется, перейти к новому опорному плану с
лучшим значением целевой функции Z. Для этого применяют ме-
тод потенциалов. Каждому поставщику Аi и каждому потребите-
лю Вj сопоставляют, соответственно, величины Ui и Vj — потен-
циалы этих пунктов.

Для того чтобы некоторый опорный план ||*|| * ijxX =  транс-
портной задачи был оптимальным, необходимо и достаточно,

чтобы ему соответствовала система из (m + n) чисел ,*
iU  ,*

jV  удов-
летворяющих условиям:

Cij – (Ui + Vj) = 0   для    xij ≥ 0 (7.8)

(для занятых клеток) и

) ,1  ; ,1(  ,0)( njmiVUCC jiijij ==≥+−=∆ (7.9)

(для свободных клеток).

Числа ,*
iU  ,*

jV  называются потенциалами соответственно про-
изводителей и потребителей, вся их система — потенциальной, а
условия (7.8) — (7.9) — условиями потенциальности системы

};  ,{ **
ji VU  каждое в отдельности неравенство (равенство) называ-

ется условием потенциальности для соответствующей клетки (i, j).
Поскольку число неизвестных потенциалов (m + n) всегда на

единицу  больше  числа  уравнений  (числа  заполненных  клеток)
N = m + n – 1,  то  выбираем  строку,  где  есть  занятая  клетка
и для этой  строки  назначаем  потенциал  равным  нулю,  напри-
мер U1 = 0, и легко находим последовательно из уравнений (7.8)
значения остальных потенциалов.

Если же число заполненных клеток N < m + n – 1, то вводим
дополнительно необходимое количество занятых клеток с нуле-
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выми перевозками xij = 0, которые нужны для определения потен-
циалов из уравнений (7.8).

Затем для всех свободных клеток из соотношений (7.9) опре-
деляем величину ∆Cij и, если все ∆Cij ≥ 0, то получим оптималь-
ный план перевозок, если же встречаем отрицательные ∆Cij, то
план не оптимален и его надо улучшать.

7.1.2.4. Улучшение плана перевозок

Среди пустых клеток с отрицательными значениями ∆Cij вы-
бираем ту, у которой ∆Cij наименьшая. Эта пустая клетка реко-
мендуется к заполнению, в результате которого одна из заполнен-
ных клеток станет пустой. Процедура перепланировки соответ-
ствует взаимной перемене роли двух переменных в симплексном
методе. Например, в табл. 7.5 клеткой, рекомендуемой к заполне-
нию служит пустая клетка (1, 2), следовательно, переменная х12 из
не основных (нулевых) переходит в основные (положительные).
Остается определить, какая из основных переменных должна стать
не основной.

Для свободной клетки строим замкнутую ломанную линию
(цикл), состоящую из горизонтальных и вертикальных отрезков
прямых. Одна из вершин находится в свободной клетке, а осталь-
ные в занятых клетках, число вершин всегда четное. Свободной
вершине придаем знак плюс, знаки остальных вершин чередуют-
ся. На каждой стороне этой ломанной линии — контура могут
находиться две заполненные вершины, кроме того одна вершина
лежит в заполняемой пустой клетке.

Наиболее часто контур имеет вид прямоугольника, но возмож-
ны фигуры другого типа (рис. 87).

Рис. 87
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Перепланировке подвергаются только клетки контура, а ве-
личина перевозок во всех остальных заполненных клетках табли-
цы не изменяется.

В отрицательных вершинах контура выбираем наименьшее
число и это число прибавляем к положительным вершинам и
отнимаем от отрицательных вершин. Выбранная отрицательная
вершина станет свободной, число занятых вершин не изменится,
баланс перевозок старого и нового контура останется без изме-
нения.

Далее строим новую таблицу перевозок и проверяем оптималь-
ность плана. Если план оптимальный, то получим оптимальное
решение транспортной задачи, если нет, то план улучшаем. Через
какое-то число последовательных шагов улучшения планов пере-
возок будет получен оптимальный план.

7.1.2.5. Задача определения оптимального
плана перевозок

На три базы А1, А2, А3 поступил однородный груз в количе-
стве 200, 205, 225 тонн. Полученный груз требуется перевезти в
пять пунктов B1, B2, …, B5, потребности которых составляют 190,
130,  80,  100  и  130  тонн.  Расстояние  Cij    в  ед.  км.  (i = 1,  2,  3;
j = 1, 2, …, 5) между пунктами отправления и пунктами назначе-
ния приведены в табл. 7.6.

Следует спланировать перевозки однородного груза так, что-
бы общие затраты всех перевозок в тонно-километрах были бы
минимальными.

Т а б л и ц а  7.6

a
i

 

b
j b

1
 = 190 b

2
 = 130 b

3
 = 80 b

4 
= 100 b

5
 = 130

a
1
 = 200

5 7 4 9 5

a
2
 = 205 7 4 3 4 7

a
3
 = 225 9 10 6 8 7
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Так  как  Σai = 200 + 205 + 225 = 630,  Σbj = 190 + 130 + 80 +

+ 100 + 130 = 630, т.е. Σai = Σbj, то имеем закрытую модель транс-
портной задачи.

Составляем исходное опорное решение по правилу минималь-
ной стоимости. В клетке (2, 3) наименьшая стоимость С23 = 3 и
туда отправляем весь необходимый груз 80 т. Далее наименьшая
стоимость С24 = С22 = 4 и в клетку (2, 4) направляем все 100 т
необходимого  груза,  а  в  клетку  (2,  2) — оставшиеся  на  базе
А2 25 т. Теперь наименьшая стоимость С11 = С15 = 5 и в клетку
(1, 1) направляем 190 т необходимого груза, а в клетку (1, 5) —
10 т оставшегося на базе А1 груза. Затем направляем 120 т груза
в клетку (3, 5) и 105 т в клетку (3, 2). Правильность заполнения
таблицы проверяем суммируя грузы в заполненных клетках по
строкам и столбцам. Получим опорное решение (табл. 7.8).

Т а б л и ц а  7.8

U
i

V
j V

1 
= 5 V

2
 = 8 V

3
 = 7 V

4 
= 8  V

5
 = 5

5 7 4 9 5

U
1
 = 0 190 –1 –3 1 10 200

7 4 3 4 7

U
2
 = –4 6 25 80 100 6 205

9 10 6 8 7

U
3
 = 2 2 105 –3 –2 120 225

190 130 80 100 130
b

j

a
i

Всего   должно   быть   заполненных   клеток   N = m + n – 1 =
= 3 + 5 – 1 = 7, у нас также заполнено семь клеток.

Проверяем оптимальность полученного плана перевозок ме-
тодом потенциалов.

Поставщику ставим в соответствие потенциалы Ui (i = 1, 2, 3),
а  потребителю — Vj  (j = 1,  2,  …,  5)  и  определяем  их.  Назнача-
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ем U1 = 0, а все остальные потенциалы находим из условия, что
для занятых клеток должны выполняться условия (7.8):

С15 – (U1 + V5) = 0, 5 – (0 + V5) = 0, V5 = 5;

С35 – (U3 + V5) = 0, 7 – (U3 + 5) = 0, U3 = 2;

С32 – (U3 + V2) = 0, 10 – (2 + V2) = 0, V2 = 8;

С22 – (U2 + V2) = 0, 4 – (U2 + 8) = 0, U2 = –4;

С23 – (U2 + V3) = 0, 3 – (–4 + V3) = 0, V3 = 7;

С24 – (U2 + V4) = 0, 4 – (–4 + V4) = 0, V4 = 8;

С11 – (U1 + V1) = 0, 5 – (0 + V1) = 0, V1 = 5.

Для всех свободных клеток находим ∆Cij из соотношения (7.9)

и записываем в табл. 7.8 в прямоугольники  .

∆С12 = С12 – (U1 + V2) = 7 – (0 + 8) = –1;

∆С13 = С13 – (U1 + V3) = 4 – (0 + 7) = –3;

∆С14 = С14 – (U1 + V4) = 9 – (0 + 8) = 1;

∆С21 = С21 – (U2 + V1) = 7 – (–4 + 5) = 6;

∆С25 = С25 – (U2 + V5) = 7 – (–4 + 5) = 6;

∆С31 = С31 – (U3 + V1) = 9 – (2 + 5) = 2;

∆С33 = С33 – (U3 + V3) = 6 – (2 + 7) = –3;

∆С34 = С34 – (U3 + V4) = 8 – (2 + 8) = –2.

Так как имеются ∆Сij < 0, то, согласно п. 7.1.2.3, план табл. 7.8
не является оптимальным и его нужно улучшить соответственно
п. 7.1.2.4.

Для  свободной  клетки  (3;  3)  с  наименьшим  отрицательным
С33 = –3 строим контур (пунктирный прямоугольник) и улучшаем
соответствующий ему план перевозок.

Старый контур Новый контур

25 80 105
+ –

– +

105 25 80

• •

•

•

• •
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Среди отрицательных вершин выбираем наименьшее значение
80 и прибавляем его к положительным вершинам и отнимаем от от-
рицательных вершин. Получили новый контур перевозок опять с
одной свободной вершиной и не нарушенным балансом перевозок.

Далее строим новый план перевозок (табл. 7.9).

Т а б л и ц а  7.9

U
i

V
j V

1
 = 5 V

2
 = 8 V

3
 = 4 V

4
 = 8 V

5
 = 5

5 7 4 9 5
U

1
 = 0 190 –1 0 1 10 200

7 4 3 4 7
U

2
 = –4 6 105 3 100 6 205

9 10 6 8 7
U

3
 = 2 2 25 80 –2 120 225

190 130 80 100 130
b

j

a
i

Проверяем его оптимальность, находя потенциалы Ui, Vj и ∆Сij.
Так как ∆С34 = –2 < 0, то для клетки (3, 4) строим улучшенный контур.

Строим улучшенный план перевозок (табл. 7.10).

Т а б л и ц а  7.10

U
i

V
j V

1
 = 5 V

2
 = 6 V

3
 = 4 V

4
 = 6 V

5
 = 5

5 7 4 9 5
U

1
 = 0 190 1 0 3 10 200

7 4 3 4 7
U

2
 = –2 4 130 1 75 4 205

9 10 6 8 7
U

3
 = 2 2 2 80 25 120 225

190 130 80 100 130 b
j

a
i

Старый контур Новый контур
105 100 130 75

+ –

– +

25 25

• •

•

•

•

•
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Так как все ∆Сij ≥ 0, то получен оптимальный план перевозок.

X = (x11 = 190, x12 = 0, x13 = 0, x14 = 0, x15 = 10,

x21 = 0, x22 = 130, x23 = 0, x24 = 75, x25 = 0,

x31 = 0, x32 = 0, x33 = 80, x34 = 25, x35 = 120).

Транспортные расходы при этом будут минимальными:

Zmin = 5 · 190 + 5 · 10 + 4 · 130 + 4 · 75 + 6 · 80 + 8 · 25 + 7 · 120 =

=3340 тонно-км.

7.1.2.6. Открытая модель транспортной задачи

Для открытой модели может быть два случая:
а) суммарные   запасы   превышают   суммарные   потребнос-

ти Σ ai > Σbj;

б) суммарные   потребности   превышают   суммарные   запа-

сы Σ bj > Σai.

Формулироваться данная задача будет следующим образом.

Найти min значение линейной функции ∑∑
= =

=
m

i

n

j
ijij xCZ

1 1
  при

ограничениях













==

=<

∑

∑

=

= )   (случай  а
njbx

miax

m

i
jij

n

j
iij

).,1(,

),,1(,

1

1 (7.10)
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iij

(7.11)

xij ≥ 0. (7.12)

Открытая модель решается приведением к закрытой.
В случае (а) вводится фиктивный потребитель Bn+1, потребно-

сти которого bn+1 = Σ ai – Σbj.
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В случае (б) вводится фиктивный поставщик Аm+1, запасы ко-

торого am+1 = Σbj – Σai.

Стоимости перевозок в обеих случаях полагаются равными
нулю.

При равных стоимостях перевозки единицы груза от постав-
щиков к фиктивному потребителю затраты на перевозку груза
реальным потребителям минимальны, а фиктивному потребите-
лю будет направлен груз от наименее выгодных поставщиков.

Составить оптимальный план перевозок.
Имеем матрицу планирования (табл. 7.11).

Т а б л и ц а  7.11

A
i

B
j B

1
B

2
B

3
B

4
B

5

A
1

1 6 8 12 16
100

A
2

16 10 8 6 15
400

A
3

4 1 9 11 13
100

A
4

3 2 7 7 15
100

50 100 150 200 250
b

j

a
i

∑∑ ==   .750  ;700 ji ba

Вводим фиктивного поставщика Аm+1 = A5, объем запасов
которого аm+1 = a5 = 50. При составлении опорного плана мето-
дом min стоимости необходимо наименьшую стоимость выби-
рать только среди стоимостей реальных поставщиков и потре-
бителей, а запасы фиктивного поставщика распределять в пос-
леднюю очередь.

Число  заполненных  клеток  7,  а  должно  быть  m  +  n  –  1  =
= 5 + 5 – 1 = 9, тогда в клетках (4, 2) и (3, 5) ставим нули.
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Находим  Ui,  Vj  и  ∆Сij  и  записываем  их  в  табл.  7.12  в           .
Так как все ∆Сij ≥ 0, то получили оптимальный план перевозок
(табл. 7.12).

Т а б л и ц а  7.12

U
i

V
j V

1
 = 1 V

2
 = 3 V

3
 = 8 V

4
 = 6 V

5
 = 15

1 6 8 12 16

U
1
 = 0 50 3 50 6 1 100

16 10 8 6 15

U
2
 = 0 15 7 0 200 200 400

4 1 9 11 13

U
3
 = –2 5 100 3 7 0 100

3 2 7 7 15

U
4
 = –1 3 0 100 2 1 100

0 0 0 0 0

U
5
 = –15 14 12 7 9 50 50

50 100 150 200 250
b

j

a
i

.

0010000
0001000

200200000
0050050
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
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





=X

Найдем суммарную стоимость перевозок по оптимальному
плану:

∑∑
= =

=⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅==
4

1

5

1
min .545071001100152006200850150

i j
ijij xCZ

Анализируя этот план, можно сделать следующие выводы.
Потребитель В5 получает 50 ед. груза от фиктивного поставщика,
следовательно, его потребности будут неудовлетворены на это же
количество единиц.
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Оптимальный план не является единственным, так как для
клетки А2В3 сумма потенциалов равна стоимости перевозок и в
нее по циклу можно переместить 100 ед. груза. При перераспреде-
лении система потенциалов не изменится и стоимость перевозок
останется прежней.

Z
ст.пл.

 = Z
нов.пл.

 =

= 3000 + 700 + 100 = 3800. = 800 + 1500 + 1300 + 200 = 3800.

7.2. Математические методы в экономике
7.2.1. Сетевое планирование

Системы сетевого планирования и управления (СПУ), являю-
щиеся разновидностью автоматизированных систем управления,
предназначены для управления деятельностью, направленной на
достижение определенной цели.

Объектом управления в системах СПУ является коллектив,
располагающий определенными ресурсами и выполняющий ком-
плекс работ, призванный обеспечить достижение намеченной цели.
Метод СПУ позволяет в любых, даже самых сложных ситуациях,
быстро принимать наиболее правильные решения, выявить резер-
вы времени и средств на одних участках работы и перебросить их
на другие, более напряженные.

Важной особенностью систем СПУ является системный под-
ход к вопросам организации управления, согласно которому кол-
лективы исполнителей, принимающие участие в проекте и объе-
диненные общностью поставленной перед ними задачи, несмотря
на их различную ведомственную подчиненность, рассматривают-
ся как звенья единой сложной организационной системы.

Для отображения процесса выполнения проекта и управления
им в системах СПУ используется сетевая модель.

200 100 100
+ –

+
100 0 100–

+ –
0 100 100
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7.2.1.1. Сетевой график. Критический путь

Важнейшей основой метода СПУ является сетевой график.
Сетевой график представляет собой графическое изображение

последовательности выполнения комплексной разработки, пока-
зывающее взаимосвязь и взаимозависимость отдельных этапов,
выполнение которых обеспечивает достижение конечной цели
разработки.

Достоинство сетевых графиков заключается в их наглядности и
сравнительной простоте исполнения. Сетевые графики позволяют:

а) выявлять важнейшие работы, от своевременного выполне-
ния которых зависит соблюдение сроков окончания всей разра-
ботки;

б) наглядно представлять ход разработки в целом, взаимосвязь
и взаимозависимость отдельных этапов разработки;

в) определять общую потребность в рабочей силе и матери-
альных ресурсах для выполнения плана;

г) выявлять резервы времени и материальные ресурсы с целью
наиболее эффективного выполнения плана;

д) совершенствовать методы планирования и устанавливать
строгий ритм в работе;

е) использовать вычислительную технику для расчета показа-
телей сетевых графиков.

Приведенный перечень преимуществ применения методов се-
тевого планирования и управления не является исчерпывающим,
однако дает возможность оценить его огромное мобилизующее
значение как эффективного средства улучшения организации труда
и управления производством.

Таким образом, методы СПУ, обеспечивая руководителя не-
обходимой информацией о ходе выполнения разработки, дают ему
возможность принимать решения, направленные на достижение
максимального эффекта при минимальных затратах времени и
ресурсов, поэтому применение методов СПУ близко подходит к
возможности разработки оптимальных планов.

Рассмотрим теперь основные термины, применяемые при
пользовании сетевыми графиками.

Работа характеризует конкретный этап трудового процесса по
выполнению определенной операции комплексной разработки.
Этот термин означает, что для осуществления работы требуются
затраты рабочей силы, материальных ресурсов и времени.
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Событие является фактом окончания всех предшествующих дан-
ному событию работ, либо началом работ, следующих непосредствен-
но за данным событием. Для совершения события не требуется ни-
каких затрат, а само событие не имеет продолжительности.

При составлении сетевого графика необходимо обеспечить
логическую последовательность наступления событий, которая
определяется взаимосвязью и последовательностью выполнения
соответствующих работ. На сетевом графике события обознача-
ются кружками, в которые в определенной последовательности
вписываются цифры.

Приведем следующий простейший график:

Из графика следует, что событие 3 не может наступить, пока
не совершится событие 2 и т.д. При этом событие 2 называется
последующим по отношению к событию 1, так же как событие 4
является последующим по отношению к событию 3. Событие 3 —
предшествующее по отношению к событию 4. В указанных опре-
делениях имеется в виду, что события следуют одно за другим и
между ними нет промежуточных событий. Одно событие может
иметь и несколько предшествующих, либо последующих событий.
Например, на графике (рис. 88) событие 6 имеет два предшеству-
ющих события (4 и 5).
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Рис. 88
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Если наступлению данного события не предшествует какая-
либо работа, то это событие называется исходным (на рис. 88 это
событие 1). Событие, не имеющее последующих работ, называет-
ся завершающим, т.е. наступлением завершающего события дос-
тигается конечная цель данной разработки (на рис. 88 это собы-
тие 11).

Операция — это сама работа или действие. Она обозначается:

Это означает, что начальное событие i происходит раньше
конечного события j, а длительность операции (i – j), которая обо-
значается стрелкой, будет равна tij.

Фиктивной называется работа, не требующая затрат рабоче-
го времени и ресурсов на ее выполнение. Она характеризует зави-
симость выполнения данной работы от выполнения какой-то дру-
гой. Длительность этой работы tij = 0 (на рис. 88 это работа 7—9).

Продолжительность выполнения работы измеряется в едини-
цах времени: часах, днях, неделях и т.д.

Любая последовательность работ в сети, в которой конечное
событие каждой работы последовательности совпадает с началь-
ным событием следующей за ней работы, называется путем.

Следует различать два вида пути:

1) полным путем называется непрерывная последовательность
выполнения работ от исходного до завершающего события;

2) критическим путем называется путь от исходного до завер-
шающего события, который характеризуется наибольшей продол-
жительностью выполнения работ, находящихся на этом пути.

Первичный сетевой график составляется на основе исходных
(первичных) данных представленных ответственными исполните-
лями этапов комплексной работы до его оптимизации.

Рассмотрим детальнее сетевой график некоторого комплекса
работ, который необходимо выполнить, чтобы организовать про-
изводство нового вида изделия (рис. 88).

В практическом применении сетевых графиков может быть
различное количество событий и работ, характеризующих те или
иные виды разработок. При этом, если количество событий не

i j
tij
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превышает 300, графики обсчитывают с помощью простейших
микрокалькуляторов. При числе же событий свыше 300, и в осо-
бенности 500—1000 и более, параметры сети рассматриваются при
помощи ЭВМ.

Определяем продолжительности полных путей, для чего со-
ставляем табл. 7.13.

Т а б л и ц а  7.13

Вид полного пути Продолжительность пути Т

1-2-5-7-10-11 5 + 12 + 6 + 8 + 6 = 37

1-2-5-7-9-10-11 5 + 12 + 6 + 0 + 10 + 6 = 39

1-2-5-7-9-11 5 + 12 + 6 + 0 + 9 = 32

1-2-5-6-7-10-11 5 + 12 + 4 + 9 + 8 + 6 = 44

1-2-5-6-7-9-10-11 5 + 12 + 4 + 9 + 0 + 10 + 6 = 46

1-2-5-6-7-9-11 5 + 12 + 4 + 9 + 0 + 9 = 39

1-2-5-6-8-9-10-11 5 + 12 +4 + 8 + 10 + 10 + 6 = 55

1-2-5-6-8-9-11 5 + 12 +4 + 8 + 10 + 9 = 48

1-3-8-9-10-11 9 + 7 +9 + 8 + 6 = 39

1-3-8-9-11 9 + 7 +9 + 0 + 10 + 6 = 41

1-4-6-7-10-11 9 + 7 +9 + 0 + 9 = 34

1-4-6-7-9-10-11 9 + 7 +8 + 10 + 10 + 6 = 50

1-4-6-7-9-11 9 + 7 +8 + 10 + 9 = 43

1-4-6-8-9-10-11 10 + 8 + 10 +10 + 6 = 44

1-4-6-8-9-11 10 + 8 + 10 + 9 = 37

Отсюда видно, что продолжительность критического пути, т.е.
пути, имеющего наибольшую продолжительность, равна Tкр = 55
(дней). Это означает, что при прочих равных условиях раньше чем
через 55 (дней) данная работа не закончится. Следовательно, про-
должительность критического пути представляет собой наиболее
ранний срок завершения всей работы от исходного до завершаю-
щего события.

В сети может быть несколько критических путей.
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7.2.1.2. Временные параметры сетей.
Резервы времени

Основными временными параметрами сетей являются ранние
и поздние сроки наступления событий. Зная их, можно вычислить
остальные параметры сети — сроки начала и окончания работ и
резервы времени событий и работ.

Рассмотрим работу (i – j):

Ранний возможный срок < tp (i) > наступления события j есть
наименьший возможный срок окончания данной работы:

],)([max)( ijp
i

p titjt +=   (7.13)

т.е.  раннее  возможное  событие  j  равно  раннему  возможному
предшествующему событию i, сложенному с длительностью ра-
боты (i – j).

Когда для события j имеется несколько ранних возможных, то
берется наибольшее.

Очевидно, максимальное значение раннего окончания рабо-
ты будет характеризовать продолжительность критического пути
(Ткр).

Поздним допустимым сроком наступления события называет-
ся максимально допустимый срок наступления этого события, не
требующий увеличения времени на осуществление всего проекта.

].)( [ min)( пп ij
i

tjtit −= (7.14)

Позднее допустимое равняется разности позднего окончания
события j и продолжительности последующих работ.

Если для события i будет несколько поздних допустимых, то
берется наименьшее.

Работы, у которых < tp ( j ) > и [tп (i)] совпадают, называются
критическими работами, лежащими на критическом пути. Это есть
второй способ определения критического пути.
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Как уже отмечалось, продолжительность критического пути
больше продолжительности любого другого пути сетевого гра-
фика.

Разность между продолжительностью критического пути Ткр
и продолжительностью пути L – T (L) называется резервом вре-
мени пути L.

R (L) = Ткр – T (L). (7.15)

Резерв времени R (L) показывает, на сколько могут в сумме
быть увеличены продолжительности работ, принадлежащих пути
L, без влияния на срок проекта.

Различают четыре резерва времени:

1. Полный резерв ПР = Rп (i; j) = tп (j) – tp (i) – tij, (7.16)

2. Свободный резерв СР = Rc (i; j) = tp (j) – tp (i) – tij, (7.17)

3. Независимый резерв НР = Rн (i; j) = tp (j) – tп (i) – tij, (7.18)

4. Гарантированный резерв ГР = Rr (i; j) = tn (j) – tп (i) – tij, (7.19)

Полный резерв времени — это количество времени, на кото-
рое можно перенести начало работ или увеличить продолжитель-
ность без изменения общего срока проекта.

Из этого определения следует, что полный резерв времени по
отдельным работам позволяет маневрировать ресурсами с тем,
чтобы наилучшим образом выполнить всю разработку. Полный
резерв времени является зависимым резервом, т.е. его применение
может привести к изменению резервов по другим работам. По-
этому при использовании полного резерва времени обычно пере-
считывают параметры сетевого графика для определения нового
распределения резервов.

Свободный резерв времени — это количество времени, на ко-
торое можно перенести начало работ или увеличить их продол-
жительность без изменения раннего начала последующих работ,
этот резерв может быть использован непосредственно исполните-
лем той или иной работы, и это не повлечет за собой изменения
условий производства последующих работ. Полный же резерв
времени может быть использован только с разрешения центра, так
как его использование изменяет ранние сроки начала последую-
щих работ.

Всегда ПР > CP.
На критическом пути все резервы времени равны нулю.
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Это свойство может служить третьим определением критичес-
кого пути.

Независимый резерв времени означает запас времени, кото-
рый имеет исполнитель, когда предшествующие работы заканчи-
ваются в неудобные для него сроки, а он заканчивает свою работу
в ранний срок, не расходуя резервов следующих за ним работ.

Гарантированный резерв означает для исполнителя работы
резерв времени, который он имеет, когда исполнители предше-
ствующих работ заканчивают их в неудобные для него поздние
допустимые сроки, но и он сдает свою работу в поздний срок.

Если Rc (i; j) и Rн (i; j) имеют отрицательные значения, то эти
резервы заменяются нулем.

Существуют различные формы расчета параметров сети: таб-
личный и графический. Наиболее удобной является табличная
форма.

Для   рассмотренного   примера   сетевого   графика   (рис.   88)
в табл. 7.14 приведены ранние и поздние сроки окончания и нача-
ла работ и резервы времени.

При анализе графика прежде всего обращают внимание на
критические работы, от которых в решающей степени зависит
своевременное и качественное выполнение всей разработки. Сле-
дует также обращать внимание на наличие резервов времени по
отдельным работам. Например, по работе (5, 7) свободный ре-
зерв составляет 7 дней. Это означает, что продолжительность вы-
полнения данной работы при необходимости можно «растянуть»
в пределах семи дней, либо начать эту работу позже.

Нахождение величины резервов нельзя рассматривать, одна-
ко, как оценку времени простоя исполнителей. На выполнение
работ сетевого графика при правильном планировании выделя-
ются ресурсы (в человеко-часах, машино-часах и т.д.), равные сум-
марной трудоемкости всех предусмотренных работ.

Оценка резервов времени позволяет более рационально рас-
пределить трудовые и материальные ресурсы по работам графи-
ка. Большинство работ обладает закономерностью: увеличивая
число исполнителей, удается уменьшить длительность выполне-
ния работы. Эта закономерность может иметь разные формы, но

чаще других встречается гиперболическая зависимость 
x
b

at +=
длительности работы t от количества работников х.
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Работа
(i – j)
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Перебрасывая людей и технику с ненапряженных работ на
напряженные работы критического пути, можно сократить сроки
выполнения всего комплекса работ.

Одним из важнейших преимуществ применения сетевых гра-
фиков является возможность их оптимизации по различным при-
знакам: по времени (сокращение Ткр), по людским ресурсам, по
материальным ресурсам, по стоимости и технико-экономическим
показателям, а также по различным сочетаниям этих признаков.

Так, например, оптимизация сетевого графика по времени
предполагает, прежде всего, нахождение возможности сокраще-
ния продолжительности критического пути. Это может быть дос-
тигнуто различными путями.

Т а б л и ц а  7.14

Начало Конец
Резервы времени

работы работы

ран- позд- ран- позд-
ний ний ний ний

ПР СР НР ГРсрок срок срок срок
<t

p
(i)> [t

п
(i)] <t

p
(j)> [t

п
(j)]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(1, 2) 5 0 0 5 5 0 0 0 0 1–2
(1, 3) 10 0 0 10 21 11 0 0 11
(1, 4) 9 0 0 9 14 5 0 0 5
(2, 5) 12 5 5 17 17 0 0 0 0 2–5
(3, 8) 8 10 21 29 29 11 11 0 0
(4, 6) 7 9 14 21 21 5 5 0 0
(5, 6) 4 17 17 21 21 0 0 0 0 5–6
(5, 7) 6 17 17 30 39 16 7 7 16
(6, 7) 9 21 21 30 39 9 0 0 9
(6, 8) 8 21 21 29 29 0 0 0 0 6–8
(7, 9) 0 30 39 39 39 9 9 0 0

(7, 10) 8 30 39 49 49 11 11 2 2
(8, 9) 10 29 29 39 39 0 0 0 0 8–9

(9, 10) 10 39 39 49 49 0 0 0 0 9–10
(9, 11) 9 39 39 55 55 7 7 7 7

(10, 11) 6 49 49 55 55 0 0 0 0 10–11
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Из сетевого графика видно, что сокращение общей продолжи-
тельности выполнения разработки возможно только за счет со-
кращения продолжительности выполнения работ, лежащих на
критическом пути.

7.2.1.3. Пример построения сетевого графика задачи 15.1
контрольной работы (рис. 89).

7.2.2. Межотраслевой баланс

7.2.2.1. Модель межотраслевого баланса

Балансовый метод применяется для анализа, нормирования,
прогноза и планирования производства и распределения продук-
ции на различных уровнях — от отдельного предприятия до на-
родного хозяйства в целом.

Центральная идея  межотраслевого баланса (МОБ) заключа-
ется в том, что каждая отрасль в нем рассматривается и как про-
изводитель, и как потребитель. Модель МОБ — одна из самых
простых экономико-математических моделей. Она представляет
собой единую взаимосвязанную систему информации о взаимных
поставках продукции между всеми отраслями производства, а так-
же об объеме и отраслевой структуре  основных производствен-
ных фондов, обеспеченности народного хозяйства ресурсами тру-
да и т.д.

Такая модель позволяет рассчитать сбалансированный план
на основе точного учета всех межотраслевых связей и рассмот-

Рис. 89
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реть при этом множество возможных вариантов. В основе иссле-
дований балансовых моделей лежат балансовые таблицы, содер-
жащие данные о производстве и потреблении  продукции различ-
ных отраслей или предприятий. Характерные черты и особеннос-
ти этого метода описываются с помощью  матричных моделей
баланса. Из математических методов здесь главным образом ис-
пользуется аппарат линейной алгебры.

Рассмотрим пример предельно упрощенной системы, состоя-
щей из двух производственных отраслей. Пусть исполнение ба-
ланса за предшествующий период характеризуется данными, при-
веденными в табл. 7.15.

Т а б л и ц а  7.15

Потребление

1 2

0,2 0,4

1 100 160 260 240 500

0,55 0,1

2 275 40 315 85 400

375 200
575

575

Продукция каждой отрасли частично идет на внешнее потреб-
ление (конечный продукт), а частично используется в качестве
сырья, полуфабрикатов или других средств производства в дру-
гих отраслях, в том числе и в данной. Эту часть продукции назы-
вают производственным потреблением. Поэтому каждая из рас-
сматриваемых отраслей выступает и как производитель продук-
ции (1-й столбец продукции) и как ее потребитель (1-я строка
таблицы). Приведенную таблицу конкретного примера можно за-
писать и в более общем виде (табл. 7.16).

Обозначим через xi валовый выпуск продукции i-й отрасли  за
планируемый период и через yi — конечный  продукт, идущий на
внешнее для рассматриваемой системы потребление (средства про-
изводства других экономических систем, потребление населения,
образование запасов и т.д.). Таким образом, разность (xi – уi) со-

Итого затрат
в k-ю отрасль
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ставляет часть продукции i-й отрасли, предназначенную для внут-
рипроизводственного потребления. Предполагаем, что баланс
составляется в стоимостном разрезе. Обозначим через xik часть
продукции i-й отрасли, которая потребляется k-й отраслью,  для
обеспечения выпуска ее продукции в размере xi.

Т а б л и ц а  7.16

Потребление

1 2

1 х
11

х
12 ∑ kx1 у

1
х

1

2 х
21

х
22 ∑ kx2 у

2
х

2

∑ 1ix ∑ 2ix

Очевидно, величины, расположенные в строках, связаны сле-
дующими балансовыми равенствами:





=+
=+

.)(–
,)(–

222212

112111
yxxx

yxxx

Отсюда стоимостной баланс в общем виде запишется уравне-
ниями:

).  ,1(    
1

niyxx
n

k
iiki =+=∑

=

(7.20)

Рассмотрев отношение количества продукции i-й отрасли, по-
ступающей в k-ю отрасль для обеспечения выпуска ее продукции
в размере xk, получим  затраты на единицу валовой продукции

),  ,1  ,(     nki
x

x
a

k

ik
ik == (7.21)

откуда

xik = aik · xk. (7.22)
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Рассчитываем aik по формуле (7.21) и записываем в табл. 7.15
в углах соответствующих клеток.

Найденные коэффициенты прямых затрат  и образуют неотри-
цательную матрицу прямых затрат:

.

21

21

111211



















=

nnnknn

inikii

nk

aaaa

aaaa

aaaa

A

LL
LLLLLL

LL
LLLLLL

LL

(7.23)

Подставляя в уравнение (7.20) соотношения (7.22) получим:

∑
=

==⋅−
n

k
ikiki niyxax

1

.)  ,1(   (7.24)

Систему уравнений МОБ (7.24) запишем в матричной форме

(E – A) X = Y, (7.25)

где Е — единичная матрица, А — матрица прямых затрат (7.23),
Х и Y — столбцовые матрицы

.    ,  
11














=














=

nn y

y
Y

x

x
X MM

7.2.2.2. Полные внутрипроизводственные затраты

Пусть  матрица

P = (E – A)–1, P = || Pik ||, (7.26)

тогда  из  (7.25):  (E  –  A)–1 · (E  –  A) · Х  =  (E  –  A)–1 · Y   и,  так  как
(E – A)–1 · (E – A) = E и  ЕХ = Х, то получаем, что объемы произ-
водства отраслей Х определяются как

Х = PY (7.27)

по заданным величинам конечного продукта потребления Y и
матрице Р, которую называют матрицей коэффициентов полных
затрат.
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Элементы матрицы Р включают не только затраты i-й про-
дукции, необходимой для создания одной единицы k-й продук-
ции, но и те затраты, которые необходимы для создания в каждой
отрасли одной единицы конечного продукта.

7.2.2.3. Косвенные затраты

Значит полные затраты Рik включают как прямые аik так и кос-
венные (Рik – аik) затраты. Очевидно, что всегда Рik ≥ аik, точнее

P = (E – A)–1 = Е + А + А2 + А3 + … + Аm +… (7.28)

Матрицы А2, А3, … , Аm,… называются матрицами коэффи-
циентов косвенных затрат 1-го, 2-го и т.д. порядков и коэффици-
енты полных затрат получают в виде суммы коэффициентов пря-
мых затрат и косвенных затрат.

Прямые затраты не отражают в полной мере сложных количе-
ственных взаимосвязей, наблюдающихся в народном хозяйстве.
Они в частности не отражают обратных связей, имеющих далеко
не маловажное значение.

Как возникают косвенные затраты? Например, на изготовле-
ние трактора в виде прямых затрат расходуется чугун, сталь, и
т.д., но для производства стали также нужен чугун. Таким обра-
зом, кроме прямых затрат чугуна, имеются и косвенные затраты
чугуна, связанные с производством трактора. В эти косвенные
затраты входит и чугун, необходимый для создания того коли-
чества чугуна, которое составляет прямые затраты. Эти косвен-
ные затраты могут иногда существенно превышать прямые зат-
раты.

Исходя  из  (7.27),  валовый  выпуск  k-й  отрасли  хk  определя-
ется как

xk = Рk1 · y1 + Рk2 · y2 + … + Рkn · yn   ).  ,1( nk = (7.29)

Модель межотраслевого баланса (7.24), (7.25) или (7.29) по-
зволяет решить следующие задачи:

1) определить объем конечной продукции отраслей y1, y2, …,
yn по заданным объемам валовой продукции х1, х2, …, хn;

2) по заданной  матрице коэффициентов прямых затрат А оп-
ределить  матрицу коэффициентов полных затрат Р, элементы
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которой служат важными показателями для планирования разви-
тия отраслей;

3) определить объем валовой продукции отраслей х1, х2, …, хn
по заданным объемам конечной продукции y1, y2, …, yn.

4) по n заданным объемам конечной или валовой продукции
отраслей х1, у2, х3, у4, … определить оставшиеся n объемов.

7.2.2.4. Решение типовой задачи

Рассмотрим пример составления межотраслевого баланса про-
изводства и распределения продукции для трехотраслевой эконо-
мической системы, заданной матрицей коэффициентов прямых
затрат А и вектором конечной продукции Y:

. 
12
20
56

  , 
08,005,01,0
03,012,015,0
2,025,03,0











=












= YA

Найти коэффициенты полных затрат: плановые объемы вало-
вой продукции Х = (х1, х2, х3); величину межотраслевых потоков,
т.е. значения хik (i = 1, 2, 3; k = 1, 2, 3); матрицу косвенных затрат;
по заданному вектору увеличения косвенного выпуска продукции
∆Y  определить изменение плана ∆Х.

Находим матрицу (Е – А):

. 
92,0   05,0–1,0–
03,0–88,0   15,0–
2,0–25,0–7,0   

08,005,01,0
03,012,015,0
2,025,03,0

100
010
001













=

=











−










=−= AEK

Для определения матрицы полных затрат (7.28) обращаем мат-
рицу K.

Первый способ нахождения K –1 = (E – A)–1. Вычисляем опре-
делитель

.511,0
92,0   05,0–1,0–

 03,0–88,0   15,0–
2,0–25,0–7,0   

   || ==K



404

Так как | K | ≠ 0, то существует матрица K –1 = P обратная
заданной матрице K.

Находим алгебраические дополнения для элементов матрицы K.

;141,0
 92,01,0– 
 03,0–15,0–  )1(–   ;808,0

 92,005,0– 
 03,0–88,0)1(– 3

12
2

11 ==== KK

;24,0
 92,005,0– 

   2,0–25,0–)1(–   ;096,0
 05,0–  1,0– 
 88,015,0–)1(– 3

21
4

13 ==== KK

;06,0
 05,0–1,0– 
 25,0–7,0)1(–   ;624,0

 92,01,0– 
   2,0–7,0)1(– 5

23
4

22 ==== KK

;051,0
 03,0–15,0– 

   2,0–  7,0)1(–   ;184,0
 03,0–88,0 

   2,0–25,0– )1(– 5
32

4
31 ==== KK

.579,0
 88,015,0– 
 25,0–7,0)1(– 6

33 ==K

Из алгебраических дополнений составляем транспонирован-
ную матрицу и, деля ее на | K |, получаем обратную матрицу K –1:

. 
131,1117,0187,0
100,0220,1276,0
359,0469,0580,1

511,0:
579,006,0096,0
051,0624,0141,0
184,024,0808,0

1













=












== −KP

Рассмотрим  другой  способ  нахождения  обратной  матрицы
K –1 с помощью жордановых исключений. Составляем табл. 7.17.

Таблиц а  7.17

х
1

х
2

х
3

b
1
 = 0,7 –0,25 –0,2

b
2
 = 0,15 0,88 –0,03

b
3
 = –0,1 –0,05 0,92

Совершаем последовательно три шага жордановых исключе-
ний, меняя местами bi и хk, получаем табл. 7.18—7.20.
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Таблиц а  7.18

b
1

х
2

х
3

x
1
 =

7

10

14

5
7

2

b
2
 =

14

3
–

1400

1157

700

51
–

b
3
 =

7

1
–

35

3
–

175

156

Таблиц а  7.19

b
1

b
2

х
3

x
1
 =

5785

8800

5785

2500

5785

1835

x
2
 =

5785

1500

5785

7000

5785

510

b
3
 =

5785

955
–

5785

600
–

57850

51132

Таблиц а  7.20

b
1

b
2

b
3

x
1
 =

25566

40405

4261

2000

51132

18350

x
2
 =

4261

1175

4261

5200

51132

5100

x
3
 =

51132

9550

51132

6000

51132

57850

Внутри табл. 7.20 стоит обратная матрица K –1. Округляя до
третьего знака после запятой, имеем:

. 
131,1117,0187,0
100,0220,1276,0
359,0469,0580,1

1












== −KP
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Находим объем производства отраслей (валовая продукция):

. 
26,383  
41,047  

102,197

12
20
56

 
131,1117,0187,0
100,0220,1276,0
359,0469,0580,1













=










⋅












== PYX

Следовательно, плановые объемы валовой продукции трех от-
раслей, необходимые для обеспечения заданного уровня конечной
продукции равны:

х1 = 102,2;   х2 = 41,0;   х3 = 26,4.

Для составления баланса рассчитываем межотраслевые пото-
ки средств производства по формуле (7.22):

x11 = 0,3 · 102,2 = 37,7; x21 = 0,15 · 102,2 = 15,3; x31 = 0,1 · 102,2 = 10,2;

x12 = 0,25 · 41,0 = 10,2; x22 = 0,12 · 41,0 = 4,9; x32 = 0,05 · 41,0 = 2,1;

x13 = 0,2 · 26,4 = 5,3; x23 = 0,03 · 26,4 = 0,8; x33 = 0,08 · 26,4 = 2,1.

Результаты вычислений представим в форме межотраслевого
баланса (табл. 7.21). Величина чистой продукции определяется
здесь как разница между валовой продукцией отрасли и суммой
межотраслевых потоков в каждом столбце.

Т а б л и ц а  7.21

1 2 3
Конечная Валовая
продукция продукция

1 30,7 10,2 5,3 56 102,2

2 15,3 4,9 0,8 20 41,0

3 10,2 2,1 2,1 12 26,4

Чистая продукция 46,0 23,8 18,2 – –

Валовая продукция 102,2 41,0 26,4 – 169,6

На основе заданных матриц Y и A по уровню конечного про-
дукта и коэффициентов прямых затрат получен полностью сба-
лансированный план общего производства продукции и ее рас-

Потребляющие
отрасли

Произво-
дящие отрасли
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пределения как между отраслями в качестве средств производства,
так и для конечного использования.

Матрицу косвенных затрат найдем из формулы (7.28):

. 
051,0067,0087,0
070,0100,0126,0
159,0219,0280,0

 
100
010
001

–
0,080,050,1
0,030,120,15
0,20,250,3

– 
131,1117,0187,0
100,0220,1276,0
359,0469,0580,1
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
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
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=




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



























=−−= EAPC

Определяем изменение плана ∆Х, которое потребуется при уве-
личении конечного выпуска продукции 1-й отрасли на 20, 2-й —
на 10 и 3-й — на 5 (единиц).

. 
565,10
220,18
085,38

5 
10
20

131,1117,0187,0
100,0220,1276,0
359,0469,0580,1













=










×












=∆=∆ YPX

Следовательно, потребуется увеличить валовый выпуск 1-й
отрасли на ∆х1 = 38,1, 2-й отрасли на ∆х2 = 18,2 и 3-й отрасли на
10,6 (единиц).
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КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ
ПО КУРСУ «ВЫСШАЯ МАТЕМАТИКА»

ДЛЯ СТУДЕНТОВ ЗАОЧНОЙ ФОРМЫ ОБУЧЕНИЯ
В первом семестре, студенты выполняющие одну контрольную

работу, решают задачи: 1.4.2;  2.1.2;  2.3.1;  3.2.1;  3.3.1;  3.4.3.
Если по графику студенты должны сдать две контрольные

работы, то в 1-ю входят задачи: 1.4.1;  1.4.2;  2.1.2;  2.2.1;  2.3.1,  а
во 2-ю: 3.2.1;  3.2.2;  3.3.1;  3.4.2;  3.4.3.

Номера задач контрольных работ, которые Вы будете выпол-
нять  в других семестрах, следует узнавать заранее на зачетно-эк-
заменационных сессиях при чтении Вам лекций.

Студенты спец. 061800 «Математические методы в экономи-
ке» в первом семестре выполняют две контрольные работы по
«Высшей алгебре». В 1-ю входят задачи: 1.1.1;  1.2.1;  1.3.1;  1.4.1;
1.4.2;  1.4.3, а во 2-ю; 2.1.1;  2.1.2;  2.2.1;  2.3.1.

Студенты спец. 0618 «Математические методы в экономике»
в первом семестре также выполняют две контрольные работы по
«Математическому анализу». В 1-ю входят задачи: 3.1.1; 3.2.1;
3.2.2; 3.3.1, а во 2-ю: 3.4.1; 3.4.2; 3.4.3; 3.5.1.

Перед тем как приступить к решению задач контрольной рабо-
ты нужно изучить соответствующий теоретический материал (какой-
то небольшой раздел!). Этот  материал нужно закрепить, решая са-
мостоятельно (!) (может быть и несколько раз) уже решенные зада-
чи, соответствующие рассматриваемому Вами теоретическому
материалу. После этого Вы приступаете к решению задачи конт-
рольной работы, одновременно сверяясь с уже решенной аналогич-
ной типовой задачей из раздела «Решение типовых задач».

Требования к оформлению контрольных работ
1. Контрольные работы следует выполнять в ученических тет-

радях (желательно в клетку). На обложке необходимо указать:
название учебного заведения, факультета (института); название
кафедры; номер и название контрольной работы; название спе-
циальности;  фамилию, имя, отчество и личный шифр студента.

2. На каждой странице надо оставить поля размером 4 см для
оценки задач и методических указаний проверяющего работу.

3. Условия задач переписывать необязательно, достаточно
указать номер задачи по данному пособию.
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Формирование исходных данных к задачам
Каждая контрольная работа состоит из задач одного или не-

скольких разделов сборника.
Условия задач, входящих в контрольную работу, одинаковы

для всех студентов, однако числовые данные задач зависят от лич-
ного шифра студента, выполняющего работу.

Для того, чтобы получить свои личные числовые данные, не-
обходимо взять две последние цифры своего шифра (А – предпос-
ледняя  цифра, В – последняя) и выбрать из таблицы 1 параметр
m, а из таблицы 2 параметр n. Эти два числа m и n и нужно под-
ставить в условия задач контрольной работы.

Т а б л и ц а  1 (выбор параметра m)

A 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

m 4 3 5 1 3 2 4 2 1 5

Т а б л и ц а  2 (выбор параметра n)

B 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

n 3 2 1 4 5 3 1 5 2 4

Например, если шифр студента 1097–037, то А = 3, В = 7, и из
таблиц находим, что m = 1, n = 5. Полученные m = 1 и n = 5 под-
ставляются в условия всех задач контрольной работы этого сту-
дента.

1. Линейная алгебра
1.1. Действия с матрицами

1.1.1. Выполнить действия:

а) ; 
2

–
12

3022 











⋅−













−+

−
⋅

n
mn

m

mnm

nnm

б) . 
2–3

1
2

13
220
11













−⋅












−
+

n
m

m
n

nm
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1.2. Вычисление определителей

1.2.1. Проверить, что определитель ∆ равен нулю

321
 – 

−
−−

+
=∆ mnmn

nmnm

а) способом Крамера; б) разложением по строке.

1.3. Обратная матрица

1.3.1. Найти обратную матрицу к матрице А и проверить вы-
полнение равенства А · А–1 = Е:

а) ; 



+−

−= nmn
mnmA   б) . 

212 









−

+
= mnmn

nmnm
A

1.4. Системы линейных уравнений

1.4.1. Записать систему





=+
+=−++
,2      

,)()( 22

mnnymx
nmynmxnm

в матричном виде bxA =⋅  и решить ее с помощью вычисления
обратной  матрицы.

1.4.2. Решить систему методом Гаусса:







−+=+++
+−+=−++

−+=++

.2          )(

,)(        

,132            32        

2
321

22
321

321

nmnmnxmxxnm

nmnmxnmnxmx

nmxxx

1.4.3. Дана система









=+−++++++
++−=−+++−
−+=−++++

.3)3()2()()2(
,3)(
,22)(

54321

2
54321

2
54321

mnxmxnxnmxnmmx
nmnmxnxnxmxxnm
nmnmmxxmxxnmnx

1. С помощью теоремы Кронекера-Капелли установить совме-
стность системы.



411

2. Найти общее решение системы в виде

x1 = f (x3, x4, x5),

x2 = ϕ (x3, x4, x5).

3. Найти  частное  решение  системы  ),( 54321  , , , , xxxxxa =  по-
ложив х3 = m, х4 = n, х5 = m – n и проверить систему.

1.5. Собственные числа и собственые векторы

1.5.1. Найти собственные числа и соответствующие им соб-
ственные векторы для матрицы

. 0 


 −= m
nnmA

2. Аналитическая геометрия
2.1. Прямая на плоскости

2.1.1. На прямую mx + ny – m2 – n2 = 0, способную отражать
лучи, падает луч 2nx + my – 3mn = 0. Составить уравнение отра-
женного луча.

2.1.2. Дан треугольник АВС с вершинами  А (m + 1; n + 1), B
(m; –n) и С (–m; n). Найти:

а) величину угла А;
б) координаты точки пересечения медиан;
в) координаты точки пересечения высот;
г) длину высоты, опущенной из вершины А;
д) площадь треугольника АВС;
е) систему неравенств, задающих область внутри треугольни-

ка АВС, и сделать чертеж.

2.2. Кривые второго порядка на плоскости

2.2.1. Составить уравнение кривой, для каждой точки кото-

рой отношение расстояния до точки F (n; m) к расстоянию до пря-

мой x = –m равно .
n

m
 Привести это уравнение у каноническому

виду и определить тип кривой.
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2.3. Прямая и плоскость в пространстве

2.3.1. Пирамида   SABC   задана   вершинами   S   (m;  n;  m + n),
A (m + 1; –n; –m), B (–n; m + 1; –n), C (–n; –m; –m – n). Найти:

а) уравнение плоскости, проходящей через точки А, В и С;
б) величину угла между ребром SC  и гранью АВС;
в) площадь грани АВС;
г) уравнение высоты, опущенной из вершины S на грань АВС

и ее длину;
д) объем пирамиды SABC.

3. Дифференциальное исчисление
3.1. Построение графиков элементарных функций

3.1.1. С помощью смещения, растяжения и отражения графи-

ков функций y = x2 и 
x

y
1= построить графики функций:

а) ; |2| 222 nmmxxy −+−=

б) .
nxm

nmx
y

−
+

=

3.2. Пределы, непрерывность и разрывы функций

3.2.1. Найти пределы функций:

а) ;  lim 22 


 +−−++
±∞→

mnxxnmxx
x

б) ; 
2

 )(
lim

222

/ nmxmx

mnxnmmnx
mnx +−

++−
→

в) ;
)( cos1

) )(( cos)( cos
lim

0 nx

xnmmx
x −

+−
→

г) ; lim
)( xnm

x nmx

nmx
+

∞→







+
−

д) .)(2
))2((coslim mx

x
nx ctg 

π→
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3.2.2. В точках х1 = 0 и х2 = n для функции f (x) установить
непрерывность или определить характер точек разрыва. Нарисо-
вать график функции f (x) в окрестностях этих точек:

а) ; 
22

 )(
/ −

=
xn

m
xf

б) 














+∞<<

≤≤−

<<∞+

=

;если,

,0если,)( 

,0–если),( 

)( 2
2

xnmx

nxnx
n

m

xnx
n

m

xf

3.3. Производные функций

3.3.1. Найти производные y ′(x) функций:

а) ;1 41

1

1
nm

mn mnxx
n

y
+

++ 




 ++⋅

+
=   б) ;/)1(

nxmny +=

в) ;
)/(

 ln
nmm

m nx

nmx
y

+








+
+=    г) ; 

)(1

)( arcsin
2nx

nx
y

−
=

д) ;)( sin)( mxnxy =    e) ;mn
my

nx
e nymx =−+

ж) 




++=
++=
.2

,)( ln
2 mntnty

mntmtx

3.4. Приложения производной

3.4.1. Составить уравнения касательных к графику функции

,
nmx

nmx
y

−
+=  параллельных прямой 2mx + ny + mn = 0.

3.4.2. Найти  наибольшее  и  наименьшее  значения  функции
f (x) = 2х3 + 3 (m – n) х2 – 6mnх + 1 на отрезке [m – n; m + n].

3.4.3. С помощью методов дифференциального исчисления

построить график функции .
22

3

)(

)(

nmx

mx
y

−−
−=
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3.5. Приближенное решение алгебраических уравнений

3.5.1. Для уравнения mх – cos (nх) = 0 отделить положитель-
ный корень и найти его приближенно с точностью ε = 0,01:

а) методом деления отрезка пополам;
б) методом касательных.
Примечание. Можно считать, что точность ε достигнута, если

разность между соседними приближениями xk + 1 и xk удовлетво-
ряет неравенству | xk + 1 – xk | < ε.

4. Интегральное исчисление
4.1. Неопределенный интеграл

4.1.1. Найти интегралы:

а) ;
2

1 1
 dxmn

x

n
xm

m n

n∫ 









+−⋅

+ +
  б) ;  

2∫
−⋅ nxmxx

dx

в) ;2)( dxemx nx−⋅+∫   г) ; 
)(2

 
2223

22

dx
xnmnxx

nmnx∫ ++−
++

д) ∫ ++
.

1)( sin
 

nmx

dx

4.2. Несобственные интегралы

4.2.1. Вычислить интегралы или установить их расходимость:

а) ; 
)/( arctg)(

 
22∫

+∞

⋅+
n

nxxn

dx
   б) ∫

+

++−

nm

n mnxnmx

dx .
 )(

 
2

4.3. Применения определенных интегралов

4.3.1. Построить схематический чертеж и найти площадь фи-
гуры, ограниченной линиями:

а) y = х2 + mх – n2,   (mn + n2) x – (m + n) y + m2n – n3 = 0;
б) (x2 + y2)2 = 2 (m + n)2 xy.
4.3.2. Найти объем тела, полученного при вращении вокруг

оси ОХ фигуры, ограниченной линиями:

.0  ,  ,0 2
2

=−−+== mnmnymx
m

x
yy
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4.4. Приближенное вычисление
определенных интегралов

4.4.1. Для    вычисления    определенного    интеграла

,
5

5

2 ∫
+

−

+=
m

m

dxnxJ   разбивая  отрезок  интегрирования  сначала  на

10 равных частей, а затем на 20 равных частей, найти приближен-
ные значения J10 и J20:

а) по формуле трапеций;
б) по формуле Симпсона.
Оценить   точность   приближения    с    помощью   разности

ε = | J10 – J20 |.

5. Функции нескольких переменных
5.1. Частные производные и дифференциал функции

5.1.1. Найти частные производные xyyx zzz ′′′′  и   ,  функций:
а) z = (x – m)2 · yn + xm · (y + n)3 + mn;

б) . ny
mx

ez −
−

=

5.1.2. Найти дифференциал dz функции z = sin2 (mx2 – ny2).

5.1.3. Показать, что функция z = y · ln (mx2 – ny2) удовлетворя-

ет уравнению .
2y

mz
z

y

m
z

x

n
yx =′⋅+′⋅

5.2. Приложения частных производных

5.2.1. Составить уравнения касательной плоскости и нормали
к поверхности 4z = xy – nx – my + mn в точке (–m; –n; mn).

5.2.2. Для функции z = ln (mx2 + ny2) в точке А (–n; m) найти

градиент и производную по направлению .jnima ⋅−⋅=

5.2.3. Найти   наибольшее   и   наименьшее   значения   функ-
ции z = 4x2 + y2 – 4mx – ny + m2 + n2 в области, заданной неравен-
ствами: x ≥ 0; nx – my ≤ 0; x + y – m – n ≤ 0.
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6. Двойные, тройные и криволинейные
интегралы

6.1. Двойные интегралы

6.1.1. Изменить порядок интегрирования:

а) ∫∫
+my

nmy

n

dxyxfdy
/0

; ),(  

б) ∫ ∫∫∫
−++

+
2)/(

0

/)(

00

. ),(   ),( 

mx nxnmnm

m

m

dyyxfdxdyyxfdx

6.1.2. Сделать чертеж и найти объем тела, ограниченного по-
верхностями z = 0, y = x2 и плоскостью, проходящей через точки
А (n; n2; 0), B (–m; n2; 0) и С (0; 0; m + n).

6.1.3. Сделать чертеж и найти площадь фигуры, ограничен-
ной линиями:

а) y = 0, y = x2,   ny = –m2 (x – m – n);

б) х2 + y2 ≥ 6,   х2 + y2 ≤ 2nx + 2ny.

6.2. Тройные интегралы

6.2.1. Найти ∫∫∫
V

dzdydxx ,     если тело V ограничено плоскостя-

ми x = 0,   y = 0,   n2x + m2y – mnz = 0   и   x + y + z – m – n = 0.

6.2.2. Найти объем тела, ограниченного поверхностями
nz = x2 + y2,   z = n,   x = 0, ny = mx.

6.3. Криволинейные интегралы
6.3.1. Вычислить

∫ +
C

dyyxQdxyxP , ),(  ),(  

где P (x, y) = ny + 2x,  Q (x, y) = mx + 2y, а контур С образован
линиями  n2y = m2x2,  y = m2, x = 0:

a) непосредственно;
б) по формуле Грина.
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6.3.2. Вычислить

∫ +−+++
C

zdznmdynzydxmzx , )( 2 )2( )2( 

где контур С является одним витком винтовой линии:







+=
≤≤=

=

, )( 
20),( sin

),( cos
.

tnmz
tmtny

mtnx
π

7. Элементы теории поля
7.1. Дифференциальные операции

7.1.1. Найти в точке А (–n; –m; 0) градиент скалярного поля

.
nymx

nmz
u

+
++=

7.1.2. Найти в точке B (n; m; m + n) дивергенцию векторного
поля

. )( ) , ,( 22
2222

kznmj
x

nyz
i

y

mxz
zyxF ⋅++⋅−+⋅−=

7.1.3. Найти в точке С  (m; n; 1) ротор векторного поля

. )( ) , ,( kznymxj
z

nymx
i

z

mynx
zyxF ⋅+−

−
+⋅

−
=

7.2. Интегралы и интегральные теоремы

7.2.1. Убедиться, что поле knymxjnzimzzyxF ⋅++⋅+⋅= )(),,(    

потенциально, и найти его потенциал.

7.2.2. Даны поле kxynmjmznxinzmyF ⋅++⋅−+⋅−=  )()()( 2222

и  пирамида  с  вершинами   O (0;  0;  0),   A (m;  0;  0),   B (0;  n;  0),
С (0; 0; m + n).   Найти:

а) поток поля F  через грань АВС пирамиды в направлении
нормали, составляющей острый угол с осью ОZ;
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б) поток поля F  через внешнюю поверхность пирамиды с по-
мощью теоремы Остроградского – Гаусса;

в) циркуляцию поля F  вдоль замкнутого контура АВС:
в1) непосредственно;
в2) с  помощью  теоремы  Стокса  (обход  контура  происхо-

дит в положительном направлении относительно внеш-
ней нормали  к поверхности пирамиды).

8. Дифференциальные уравнения
8.1. Уравнения первого порядка

8.1.1. Найти общее решение уравнения:
а) y ′  = emx – ny;
б) (nx – my) · y ′ = mx + ny;

в) ; arctg)( 22

m

x
nyyxm =+′⋅+

г) .12 +⋅=+′ nyx
x

my
y

8.1.2. Скорость  роста  банковского  вклада  пропорциональ-
на с коэффициентом равным m величине вклада. Найти закон из-
менения величины вклада со временем, если первоначальная сум-
ма вклада составляла n миллионов рублей.

8.2. Линейные уравнения высших порядков

8.2.1. Решить задачу Коши:
а) y ′″  – (m – n) · y″ – mn · y ′ = 0,    y (0) = 0,    y ′ (0) = m,   y ″ (0) = n;
б) y ″ – 2n · y ′ + n2y = (x + m) · e(m + n)x,   y (0) = m,  y ′ (0) = n;
в) y ″ + n2y = sin (mx), y (0) = 0,   y ′ (0) = m + n.

8.3. Системы линейных уравнений

8.3.1. Решить систему линейных уравнений









+=

−=

,

,

mynx
dt
dy

nymx
dt
dx

с начальными условиями x (0) = 1,   y (0) = 2.
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9. Ряды
9.1. Числовые ряды

9.1.1. Исследовать на сходимость ряды с положительными чле-
нами:

а) ; 
21

3
 

1
2

2

∑
∞

= +−
+−

k nkk

nkmk
  б) ; 

23

12
 

1
∑
∞

=
+
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+
+

k
mk

nk

в) ∑
∞

=











+⋅+
+⋅

1
2

2

;
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k

k

mknm
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9.2. Степенные ряды

9.2.1. Найти область сходимости степенного ряда:

а) ; 
12

2
 

1
∑
∞

= +
⋅

k
nk

kmk x   б) ; )(
23

12
 

1
1∑

∞

=
+ −⋅

+⋅
+⋅

k

k
m

m

nx
k

k

в) . 
! )(

2
 

1
∑
∞

=

⋅

k

knk

mk

x

9.2.2. Разложить функцию f (х) в ряд Тейлора в окрестности
точки х0:

а) ;   , 0 )( nx
mx

x
xf =

+
=

б) ∫ =
−

=
nx

m
x

x

dx
xf

0

.00  ,
1
 )(

9.2.3. С помощью разложения в ряд вычислить приближенно с
точностью 0,001 значения:

а) е–n;

б) . 
)( sin

0

2

dx
x

x
nm

n

∫
+

9.3. Ряды Фурье

9.3.1. Разложить функцию f (х) в ряд Фурье в указанном ин-
тервале: f (х) = (x – m)2 в интервале (0, m).
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10. Функции комплексного переменного
10.1. Действия с комплексными числами

10.1.1. Выполнить действия:
а) (m + in)2 · (n – im);

б) .
imn

inm

+
−

10.2. Аналитические функции

10.2.1. Показать,   что   функция   f (z)  =  (z  +  m)2  +  z  –  ni
аналитична.

10.3. Интегрирование функций
комплексного переменного

10.3.1. Вычислить ∫ ++−
C

dzmyxiynx , ))( )((   где  контур  С —

незамкнутая   ломаная,    соединяющая   точки   О (0,  0),     А (m,  n)
и  B (0, m + n).

10.4. Ряды Тейлора и Лорана

10.4.1. Разложить      функцию      
mnmznmz

z
zf

+++−
=

22  )2(
 )(

в окрестности точки z0 = 0 в ряд Тейлора и найти радиус сходимо-
сти ряда.

10.5. Вычеты и их приложения

10.5.1. Определить тип особых точек функции 
23

1
 )(

nzz
zf

+
=

и найти вычеты в них.

11. Приложения операционного исчисления
11.1. Решить операционным методом дифференциальное урав-

нение:

x″ + (m – n)x′ – mnx = e(m–n)t,   x(0) = 0,   x′(0) = m.
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12. Теория вероятностей
12.1. Случайные события

12.1.1. В ящике находятся (m + 3) одинаковых пар перчаток
черного цвета и (n + 2) одинаковых пар перчаток бежевого цвета.
Найти вероятность того, что две наудачу извлеченные перчатки
образуют пару.

12.1.2. В урне находятся 3 шара белого цвета и (n + 1)  шаров
черного цвета. Наудачу по одному извлекаются 3 шара и после
каждого извлечения возвращаются в урну. Найти вероятность
того, что среди извлеченных шаров окажется:

а) ровно два белых шара;
б) не менее двух белых шаров.

12.1.3. В урне находятся (m + 2) белых (n + 2) черных шара.
Последовательно извлекаются наудачу три шара без их возвра-
щения в урну.

Найти вероятность того, что третий по счету шар окажется
белым.

12.2. Случайные величины

12.2.1. Закон распределения дискретной случайной величины
x  имеет вид:

x
i

–2 –1 0 m m + n

p
i

0,2 0,1 0,2 p
4

p
5

Найти вероятности p4, p5, и дисперсию D (X), если математи-
ческое ожидание М (Х) = –0,5 + 0,5m + 0,1n.

12.2.2. Плотность распределения непрерывной случайной ве-
личины Х имеет вид:








+∞<≤+
+<<−⋅

≤<∞
=

.
,

,

0
/)(

–0
)(

xnm
nmxmnmxa

mx
xf

при

     при

  при

Найти:
а) параметр а;
б) функцию распределения F (x);
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в) вероятность попадания случайной величины X в интервал

; 1  ,
2







 +++ nm

n
m

г) математическое ожидание M (X) и дисперсию D (X).
Построить графики функций f (x) и F (х).

12.2.3. Случайные величины X1, X2, X3 имеют геометрическое,
биномиальное и пуассоновское распределения соответственно.
Найти вероятности P (m ≤ Xi ≤ m + 2), если математические ожи-
дания М (Xi) = n + 1, а дисперсия D (X2) = (n + 1)(7 – n) / 8.

12.2.4. Случайные величины X4, X5, X6 имеют равномерное,
показательное и нормальное распределения соответственно.  Най-
ти вероятности P (n < Xi < n + m), если у этих случайных величин
математические ожидания и средние квадратические отклонения
равны m.

13. Математическая статистика
13.1. Численная обработка данных одномерной выборки

Выборка Х объемом N = 100 измерений задана таблицей:

x
i

х
1

х
2

х
3

x
4

х
5

х
6

х
7

ixm 5 13 20 + (m + n) 30 – (m + n) 19 10 3

где xi — результаты измерений, 
ixm  —  частоты, с которыми встре-

чаются значения xi ,  ∑
=

=
7

1

,100 
i

xi
m  xi = 0,2 · m + (i – 1) · 0,3 · n.

13.1.1. Построить полигон относительных частот .
N

m
ix

iW =

13.1.2. Вычислить среднее выборочное X , выборочную дис-
персию Dx и среднее квадратическое отклонение σх.

13.1.3. По критерию χ2 проверить гипотезу о нормальном рас-
пределении  генеральной  совокупности  при  уровне  значимости
α = 0,05.

Примечание. Для расчетов X  и Dx рекомендуется перейти к ус-

ловным значениям 
n

cx xi
iu

⋅
−=
3,0

 и, взяв за ложный нуль сх значение

с наибольшей частотой, использовать суммы ∑
=

⋅
7

1

  
i

ix um
i

 и .
7

1

2 ∑
=

⋅
i

ix um
i
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13.2. Построение уравнения прямой регрессии

Двумерная выборка результатов совместных измерений при-
знаков x и y объемом N = 100  измерений задана корреляционной
таблицей:

y
1

y
2

y
3

y
4

y
5 ixm

х
1

2 3 – – – 5

х
2

3 8 2 – – 13

х
3

– 8 + m 12 + n – – 20 + (m + n)

х
4

– – 16 – m 14 – n – 30 – (m + n)

х
5

– – 9 10 – 19

х
6

– – 3 6 1 10

х
7

– – – 1 2 3

jym 5 19 + m 42 + n – m 31 – n 3 N = 100

где xi = 0,2 · m + (i – 1) · 0,3 · n,   yj = 0,5 · m + (j – 1) · 0,2 · n.

13.2.1. Найти Y  и σу для выборки

y
j

y
1

y
2

y
3

y
4

y
5

jym 5 19 + m 42 + n – m 31 – n 3

(Расчеты Y  и σу  можно  провести аналогично расчетам Х и σх в
задаче 13.1.2).

13.2.2. Построить уравнение прямой регрессии Y на Х в виде

,baxyx +=  Х и σх следует взять из задачи 13.1.2.

13.2.3. На графике изобразить  корреляционное поле, то есть

нанести точки (xi, yj)  и построить прямую .baxyx +=

Примечание. Уравнение регрессии сначала рекомендуется най-

ти в виде ,
xy

x XxYy
r

σσ
−− ⋅=  где r — выборочный коэффициент кор-

реляции, для расчета которого можно воспользоваться методом

четырех полей.



424

14. Линейное программирование
14.1. Задача оптимального производства продукции

Предприятие планирует  выпуск двух видов продукции I и II,
на производство которых расходуется три вида сырья А, В и С.
Потребность аij на каждую единицу j-го вида продукции i-го вида
сырья, запас bi соответствующего вида сырья и прибыль сj от реа-
лизации единицы j-го вида продукции заданы таблицей:

Виды продукции

I II

A a
11 

= n a
12 

= 2 b
1 
= mn + 5n

B a
21 

= 1 a
22 

= 1 b
2 
= m + n + 3

C a
31 

= 2 a
32 

= m + 1 b
3 
= mn + 4m + n + 4

прибыль с
1 
= m + 2 с

2 
= n + 1

план (ед.) х
1

х
2

14.1.1. Для производства двух видов продукции I и II с пла-
ном х1 и х2 единиц составить целевую функцию прибыли Z  и со-
ответствующую систему ограничений по запасам сырья, предпо-
лагая, что требуется изготовить в сумме не менее n единиц обоих
видов продукции.

14.1.2. В условиях задачи 14.1.1. составить оптимальный план
(х1, х2) производства продукции, обеспечивающий максимальную
прибыль Zmax. Определить остатки каждого вида сырья. (Задачу
решить симплекс – методом).

14.1.3. Построить по полученной  системе ограничений мно-
гоугольник допустимых решений и найти оптимальный план про-
изводства геометрическим путем.  Определить соответствующую
прибыль Zmax.

14.2. Транспортная задача

На   трех   складах   А1,   А2   и   А3   хранится   а1 = 100,   а2 = 200
и а3 = 60 + 10n  единиц одного и того же груза. Этот груз требуется
доставить трем потребителям В1, В2 и В3, заказы которых состав-
ляют  b1 = 190, b2= 120 и b3 = 10m единиц груза соответственно.

Виды
сырья

Запасы
сырья
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Стоимости перевозок сij единицы груза с i-го склада j-му потреби-
телю указаны в правых верхних углах соответствующих клеток
транспортной таблицы:

Потребности В
1

В
2

В
3

Запасы b
1
 = 190 b

2
= 120 b

3
 = 10m

4 2 m
А

1
а

1
 = 100

n 5 3
А

2
а

2
 = 200

1 m + 1 6
А

3
а

3
 = 60 + 10n

14.2.1. Сравнивая суммарный запас ∑
=

=
3

1

 
i

iaa  и суммарную по-

требность ∑
=

=
3

1

 
j

jbb в грузе, установить, является ли модель

транспортной задачи, заданная этой таблицей, открытой или зак-
рытой. Если модель является открытой, то ее необходимо закрыть,

добавив фиктивный склад 4A′  и aba −=′4  в случае a < b или фик-

тивного потребителя 4B′  c потребностью bab −=′4 в случае a > b
и положив соответствующие им тарифы перевозок нулевыми.

14.2.2. Составить первоначальный план перевозок. (Рекомен-
дуется воспользоваться методом наименьшей стоимости.)

14.2.3. Проверить, является ли первоначальный план опти-
мальным в смысле суммарной стоимости перевозок, и если это не
так, то составить оптимальный план

, 
333231

232221

131211

опт 












=

xxx
xxx
xxx

X

обеспечивающий    минимальную    стоимость    перевозок

.
3

1 ,
min   ∑

=

=
ji

ijij xсS  Найти эту стоимость.
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15. Математические методы в экономике
15.1. Сетевое планирование

Процесс производства сложной продукции разбивается на от-
дельные этапы, зашифрованные номерами 1, 2, …, 10. 1 — на-
чальный этап производства продукции, 10 — завершающий. Пе-
реход от i-го этапа к j-му этапу назовем операцией. Возможности
выполнения операций (i > j)  и их продолжительности tij  задаются
таблицей.

шифр продолжительность шифр продолжительность
операции операции операции операции

i → j t
ij

i → j t
ij

1 1 → 2 m 10 5 → 9 m + 1

2 1 → 3 4 11 6 → 7 4

3 1 → 4 n 12 6 → 8 3

4 2 → 3 3 13 7 → 8 7

5 2 → 6 5 14 7 → 9 m

6 4 → 3 2 15 7 → 10 5

7 4 → 6 6 16 8 → 10 4

8 3 → 5 3 17 9 → 10 n

9 3 → 7 n + 1

15.1.1. Составьте и упорядочите по слоям  сетевой график про-
изводства работ. Номера этапов необходимо обвести кружками,
а операции i → j обозначить стрелками, проставляя над ними про-
должительность tij операции.

15.1.2. Считая, что начало работы происходит во время t1 = 0,
определите время tp ( j ) окончания каждого j-го этапа и время tп (i)
позднего допустимого срока наступления i-го события.

15.1.3. Найдите критическое время завершения процесса ра-
бот Tкр  и выделите стрелки, лежащие на критическом пути.

15.1.4. Для каждой операции i → j определите резервы свобод-
ного времени СPij, полный резерв ПPij , независимый резерв НPij
и гарантийный резерв ГPij . Решите задачу табличным методом.
Номера этапов, лежащие на критическом пути подчеркните.

№
п/п

№
п/п
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15.2. Задача межотраслевого баланса

Три отрасли промышленности I, II и III являются производите-
лями и в то же время потребителями некоторой продукции. Их вза-
имосвязи определяет матрица А коэффициентов прямых затрат

, 
2,01,04,0

1,03,00
1,01,02,0













⋅

⋅
= n

m
A

в которой число аij, стоящее на пересечении i-й строки и j-го стол-
бца равно хij / Хj, где хij – поток средств производства из i-й отрас-
ли в j-ю, а Хj – валовой объем продукции j-й отрасли (все объемы
продукции выражаются в единицах стоимости).

Задан также вектор 













+
+














==

m
n

y
y
y

Y
100400
100500

1000

3

2

1
 объемов конечной

продукции.

15.2.1. Составить уравнения межотраслевого баланса.

15.2.2. Решить систему уравнений межотраслевого баланса, то
есть найти объемы валовой продукции каждой отрасли Х1, Х2, Х3,
обеспечивающие потребности всех отраслей и изготовление ко-
нечной продукции Y. (Расчеты рекомендуется производить с точ-
ностью до трех знаков после запятой).

15.2.3. Составить матрицу Х потоков средств производства хij.

15.2.4. Определить чистую продукцию каждой отрасли

∑
=

−=
3

1
.

i
ijjj xXP

15.2.5. Результаты расчетов оформить в виде таблицы межот-
раслевого баланса:

конечный валовой
продукт продукт

I x
11

x
12

x
13

y
1

X
1

II x
21

x
22

x
23

y
2

X
2

III x
31

x
32

x
33

y
3

X
3

общий доход P
1

P
2

P
3

валовой продукт X
1

X
2

X
3

потребляющие
отрасли

произво-
дящие отрасли

I II III
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